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OBRADA OSNOVNIH PLANIMETRIJSKIH
KONSTRUKCIJA GEOMETRIJE LOBACEVSKOG
SINTETICNIM SREDSTVIMA

Lav Rajéié, Zagredb

Uved

U ovom ¢lanku dan je kratki prikaz osnovnih planimetrijskih
konstrukcija geometrije Lobalevskog u projektivnoj ravnini po-
moéu poznatih svojstava polariteta konika.

Napomenuti ¢emo neka poznata svojstva elipti¢ne involucije,
kao i neka svojstva centralne kolineacije, s kojima ¢emo se sluZiti
u daljnjem radu.

1. — Neka su A i A’ po volji par pridruZenih totaka "elipti¢ne
involucije x.x’=——1 na pravcu p, s apscisama x i x’:——%-

Treba odrediti vrijednost dvoomjera (I,I, A A’), gdje su I, i I,
dvostruke imaginarne toc¢ke te involucije s apscisama -}i i —i.
Biti ¢ée prema tome

(hLAA) = (-l—i, —i, x, —1) I

X

U elipti¢noj involuciji imaginarne dvostruke totke dijele svakij
‘par involutorno pridruZenih to¢aka u harmonijskom omjeru.

2. — Neka je mna pravcu p zadana eliptiéna involucija
x.x’'=——1 i dvije po volji odabrane realne totke M i N s apsci-
sama m i n. Pita se za vrijednost dvoomjera (I, I, M N)? Biti ce
(mn+1)> — (m —n)?

(LILLMN) = (+i, —i, m, n) = o ——»1) R e
. , (mn4+1) m—n) __ .
4 2i =1 (=1 =r +is.
Kako je 12 | s2=1, mo¥emo pisati da je (I, I, M N)==¢' @**2*?,

gdje je a realan broj, po apsolutnoj vrijednosti manji od «, a
k=0, 1, x2,...

Imaginarne dvostruke to¢ke I, i I, eliptitne involucije invo-
lutorno pridruZenih parova tofaka na praveu p odreduju sa bilo
koje druge dvije realne totke M i N tog pravca dvoomjer
(I, I, MN)=—1r -+ is, gdje realni brojevi r i s zadovoljavaju jed-
nadzbu 1% 4+ s —1,
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3. — Dualno tome moZemo reéi:

a) U eliptitnoj involuciji pramena involutorno pridruZenih
parova pravaca odreduju dvostruki imaginarni pravei d;, i d, te
involucije sa svakim parom involutorno pridruZenih pravaca a i a’
dvoomjer (d,d,aa’)=——1.

b) U eliptiénoj involuciji pramena involutorno pridruZenih
parova pravaca odreduju imaginarni dvostruki pravei d, i d, s po
volji dva realna pravca e i § iz tog pramena dvoomjer (d, d,ef) =
—— e THEFI gdie je « Tealan broj, |a|<m, a k=0, 11, £2,...

4. — Parovi okomitih dijametara svake kruZmice odreduju
elipti¢nu involuciju konjugiranih polara. Zato se parovi elipti¢ne
involucije konjugiranih polara u srediftima svih kruZnica u rav-
nini mogu tako spariti, da budu medu sobom paralelni. Iz toga
slijedi, da sve kruZnice odreduju na beskonaéno-dalekom praveu
istu elipti¢nu involuciju parova konjugiranih polova. Imaginarne
dvostruke totke te involucije zajednitke su svima kruznicama u
ravnini; kroz te totke na beskonatno-dalekom praveu prolaze sve
kruZmice. Te se tofke zovu apsolutne kruzne tocke.

Spojnice sredidta svake kruZnice sa apsolutnim kruZnim toc-
kama odreduju njene imaginarne tangente u apsolutnim kruznim
totkama. To su minimalni ili izotropni pravei.

5. — Centralna kolineacija je potpuno odredena, ako su po-
znati centar P i os kolineacije p, zatim totka A i toj tocki pri-
drufena totka A’. Po volji zadanoj to¢ki X neka je pridruzena
totka X’. Ozna¢imo sa R, =PA X p, a sa Ry =PX X p, tada je
(PR,AA)=(P R, XX)=c¢, jer su ti dvoomjeri u perspektiv-
nom poloZaju prema totki S =XA > p. Buduéi da je totka X po
volji odabrana, velit¢ina ¢ je neovisna od polozaja tocke X, veli¢ina
¢ predstavlja dakle konstantu, koja se zove konstanta centralne
kolineacije. '

Ako je c=—1,t. j. (P RXXX’)':——I, tada jei (PR, X' X) =
— -1, a to zna®i: ako je totki X pridruZena totka X', onda je
totki X' pridruZena totka X. U takovoj su centralnoj kolineaciji
svi parovi totaka involutorno pridruZeni, zato se ta centralna
kolineacija zove centralna involutorma kolineacija.

6. — Neka je zadana realna konika k, pol P i pripadna polara
p. Povucimo polom P po volji sekantu s konike k, a sjecidta ozna-
¢imo sa N i N’. Time je u ravnini konike k jednozna&no odredena
involutorna kolineacija sa centrom u totki P, sa polarom p kao
osi i involutorno pridrufenim totkama N i N'. Iz definicije polare
slijedi, oznadimo li sa Ry=PN X p, da je (PRyN N)y=-1; a
to dokazuje ispravnost gornje tvrdnje. Iz toga dalje slijedi, da tako
odredena centralna involutorna kolineacija ostavlja koniku k kao
cjelinu na miru, tek zamjenjuje njene totke N i N’ na sekantama,
koje prolaze centrom kolineacije.
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Uvodenje metrike u projektivnu geometriju

Apsolutni polarni sistem

7. — Odredimo u projektivnoj ravnini po volji realnu koniku
%. S obzirom na tu koniku k svakoj-to¢ki-polu pridruzen je jedno-
znaéno pravac-polara i cbrnuto, svakom pravcu-polari pridruZena
je jednoznatno totka-pol. Time je u ravnini konike k odredena
korelacija, koja se zove apsolutni polarni sistem. Konika, koja
definira apsolutni polarni sistem, zove se apsolutna konika ili
apsoluta.

Osnovni pomak

8. — Svaki pol P i pripadna polara p s obzirom na apsolutu k
mozemo shvatiti kao centar i os centralne involutorne kolineacije,
koja prevodi apsolutu k u sebe; njene totke N i N’, koje leZze na
pravcima kroz centar kolineacije, zamjenjuju svoja mjesta (gledaj
to&ku 6.). Pri tome je svejedno da 1li polara p sijeCe ili ne sijee
apsolutu k. Tako odredenu centralnu involutornu kolineaciju sa
polom P i polarom p biljezit éemo sa (Pp).

Centralna involutorna kolineacija (Pp) prevodi todke u togke,
pravce u pravece, geometrijske likove u geometrijske likove, a pri
tome dvoomjer &etiriju elemenata (totaka ili pravaca) ostavlja inva-
rijantan. Centralna involutorna kolineacija (Pp) definira dakle u
projektivnoj ravnini neku promjenu geometrijskih likova, koju

. éemo promjenu definirati kao osnovni pomak u projektivnoj rav-
nini. Centralna involutorna kelineacija (Pp), koja je proizvela tu
promjenu, taj osnovni pomak, zove se osnovni pomak (Pp). Kod
promatranja tih pomaka uzimamo u obzir samo pofetni 1 konaéni
polozaj geometrijskog lika.

Apsolutni polammi sistem odreduje u projektivnoj ravnini oc?
osnovnih pomaka (Pp). ‘

9. — Radi lakSeg izrazavanja, uvodimo slijede¢e oznake za
pravac: Ako pravac a sijede apsolutu u totkama N, i N,, pisat
éemo a=—N,N,. Ako je pravac a orijentiran, tad uzimamo da ori-

. —_—
jentirana duZina N,N, odreduje orijentaciju pravca a, i pifemo

—_—
g == N1N2.

10. — Z ad atak. Konstruiraj orijentirani prdvac a—N,/N,’
B —
koji dobivamo iz orijentiranog pravea a =— NN, uz zadani osnovni
pomak (Pp).

"Rje¥enje: Zadana totka P i pripadna polara p odreduje
obzirom na apsolutu k osnovni pomak (Pp). Spojnica PN, sijece
apsolutu k u totki N,’, a spojnica PN, u tolki N, (sl. 1), jer
totke na apsoluti uz (Pp) zamjenjuju mjesta. Spojnica totaka N,

—_—
i N,' odreduje traZeni pravac @’ =N/N,"
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"Napomena. Budu€i da uz (Pp) svaka to¢ka na apsoluti prelazi
u drugu tofku na apsoluti, zaklju¢ujemo: Uz osnovni pomak (Pp)
sekanta apsolute prelazi u sekantu, tangenta apsolute u tangentu;
pravac koji ne sijece apsolutu p-rel«az1 u pravac koji ne sijece
apsolutu.

11. — Zadatak. Odredi osnovni pomak (Pp) koji prevodi
tocku T u tocku T°.

Rje3enje: Oznatimo spojnicu TT sa s=N,N,, a njen pol
sa S (sl. 2.). Ako traZena polara p sijeCe spojnicu s u to¢ki R, bit
¢e PREN;N,)=—1, (PRTT)——1. Iz toga zakljudujemo, da
su totke P i R dvostruke to¢ke hiperboli®ne involucije, koja je
odredena s dva para involutorno pridruZenih totaka N, i N,, te
T iT. To¥ke Pi R mozemo odrediti na slijede¢i nadin: Ozna&imo

presjeciita spojnice ST sa apsolutom sa A i B, a presjeciita na
spojnici ST, sa C i D. Tada je R= AD X BC, P—AC X BD,
spojnica je tocaka R i S polara p, a spojnica je todaka P i S polara
r toke R. Budu¢i da su to¢ke P i R ravnopravne, osnovni pomak
(Pp) i osnovni pemak (Rr) prevede toé¢ku T u toéku T°. Ispravnost.
tog postupka slijedi iz poznate konstrukcije polare.

Napomena. Ako se totke T i T’ nalaze na apsoluti, osnovni
pomak (Pp), koji prevodi T u T’ ne moZe se jednoznaéno odrediti.
Ima po volji mnogo tih pomaka, koji prevode T u T’; dovoljno je
da se pol P odabere gdjegod na spojnici TT.

12. — Poutdak: Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac
a=DN,N, u pravac a’ =N’ N2 , prevodi pol A pravca a u pol A
pravca a’.

Dokaz: Uz (Pp) tangente n, i n, u totkama N, i N, apsolute
prelaze u tangente n,’ i n2 u totkama N,” i N,’; zato A__n1 Kngy
prelazi u A'=n;" X n,.

Vrijedi obrat: Osnovm pomak (Pp), koji prevodl pol A pravca
e u pol A’ pravea d’, prevodi i pravac a u pravac o'
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13. — Zadatak. Odredi osnovni pomak (Pp), koji prevodi
— e
orijentirani pravac a=—N,;N, u orijentirani pravac 8’ =N’ N,

Rjesenje: Uz traZeni pomak preéi ¢e totka N, u tofku
N, a totka N, u totku N,. Zato je pol P_—_N1 N/XN,N,’, a
polara p je spojnica- tofaka a X &’ i N; N,’ X N;’N,,.

Napomena. Ako zadani pravei a i @’ ne sueku apsolutu k,
tra¥eni osnovni pomak je odreden polovima A i A’ pravaca a i a’,
a moZe se odrediti prema totki 11. ’

Ako treba tangentu n prevesti u tangentu n’ apsolute k, osnov-
ni pomak (Pp) nije jednoznaéno odreden. Pol P moZe biti kojagod
totka na spojnici diraliSta tangenata n i n’.

. R ——

14, — Pitanje: Zadan je orijentirani pravac a—M,M, i

—_—
to¢ke T, na njemu, zatim orijentirani pravac b—=N;N, i totka T,
na njemu, ali tako da su to¢ke T, i T, unutar apsolute k. S koliko
se osnovnih pomaka moZe prevesti orijentirani pravac a u orijen-~
tirani pravac b, a da pri tome toéka T, prede u to¢ku T,?

Odgovor: Najprije éemo odrediti osnovni pomak (P,p,) koji
prevodi to¢ku T, u toéku T, (totka 11.). Taj pomak prevodi pravac

—_— -—

a=M,M, u pravac a’=—M,’M,’. Zatim éemo odrediti osnovni
_—
pomak (Pzpz)7 koji prevodi pravac a' —=M,’ M u pravac b=N,N,.
Da rije$imo postavljenu zadacu, dovolyno je upot'rebttz dva osnov-
na pomaka.

Grupa opéih pomaka

15. — Pomak u projektivnoj ravnini, koji predstavlja rezultat
dvaju ili viSe uzastopce izvrienih osnovnih pomaka, zove se op €1l
pomak.

Ako sa O OblljeZlmO opéi pomak mozemo pisati, da je

= (P;p,) + (Pyp,) + (Psp3) + .- +(,p,) ili O=2(Pp). Bu-
duél da svaki osnovni pomak (Pp) ostavlja dvoomjer &etiriju ele-
menata invarijantan, to ostavlja i opéi pomak O =23 (Pp) dvoomjer
tetiriju elemenata invarijantan. Zato opéi pomak O = X (Pp) pred-
stavlja neku projektivhu kolineaciju.

16. — Imamo li dva opéa pomaka O, =2 (P,p) i O, = 2 (P,p,),

i k

onda pomak O, 4 O,=3(P,p) -+ 2(P,p)=2(Pp,) predstavlja
: i k n

opet opé¢i pomak. Iz toga slijedi, da opéi pomaci O = 2 (Pp) odre-
duju grupu projektivnih pomaka. Pomak O = (Pp) + (Pp) pred-
stavlja identitet te grupe Buduéi da osnovni pomak (Pp) prevodi
pravac ¢ u pravac a’, a pripadni pol A u pripadni pol 4’, to svoj-

-gtvo ima i opéi pomak Zato uz opéi pomak O— 2 (Pp) ostaje

apsolutni polarni sistem kao cJehna nepromijenjen, tek njegovi

- 'elementi zamjenjuju mjesta.
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O sukladnosti geometrijskih likova

17. — Da bismo u projektivnoj geometriji mogli odrediti mjer-
ni broj duZine i kuta, moramo najprije odrediti kriterij na temelju
kojeg Gemo biti u stanju da kaZemo, kada su dva istovrsna lika u
ravnini_sukladna ili kongruentna, a kada nisu.

Sukladnost ili. kongruenciju geometrijskih figura u projek-
tivnoj ravnini definirat ¢emo na slijede¢i naéin:

Ako je geometrijski lik B proiza$ao iz geometrijskog lika A
bilo kojim pomakom, koji pripada grupi pomake O=— 25 (Pp), onda
je geometrijski lik A sukladan ili kongruentan sa geometrijskim
likem B i obrnuto. '

18. — Posljedice. — Pomaci O — 3 (Pp) odreduju grupu koja
posjeduje identitet, a iz toga prema postavljenoj definiciji suklad-
nosti slijedi:

a) Ako su geometrijske figure A i B sukladne s geometrijskom
figurom C, onda je geometrijska figura A sukladna s geometrij-
skom figurom B.

Iz uvedene definicije sukladnosti slijedi neposredno:

b) Svaki osnovni pomak (Pp) odreduje u projektivnoj ravnini
centralnu kolineaciju sukladnih likova.

Duzina i mjerni broj

19. — Ako po izvjesnom pravilu uvedemo mjerne brojeve
duljina za duzine u projektivnoj geometriji, uvedeni mjerni bro-
jevi moraju udovoljiti dva uvjeta:

' a) Ako su duzine AB i CD jednake (mogu se pomakom
O=—23}(Pp) prevesti jedna u drugu), mora im pripasti jednak
mjerni broj.

b) Ako odaberemo na orijentiranome praveu p po volji tri
totke A, B, i C, mjerni brojevi orijentiranih duZina moraju zado-

—— —— ——
voljiti uvjetu AB 4+ BC=—= AC (ako se smjer podudara sa smjerom
nosioca, mjerni broj duZine je pozitivan, u protivhom slu¢aju ne-
gativan).

Napomena. U projektivnoj ravnini totke A i B odreduju na
praveu p dvije duZine, jer je pravac u projektivnoj ravnini zatvo-
ren. Ako se totke A i B nalaze u ogradenom dijelu ravnine, onda
se obi¢no pod duinom AB razumjeva ona duZina koja se nalazi
unutar tog ogradenog dijela ravnine. Ako je pravac orijentiran,

——

onda totke A i B na njemu odreduju dvije duZine, duZinu AB i

——>
duzinu BA.
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Uvodenje mjernog broja
—_—
20. — Odredlmo duzinu AB na pravcu p==N,N, koja se nalam
unutar apsolute k. Uz pomak O=2'(Pp) neka pn]ede pravac
——
p==N,N, u pravac.p’=N,’ N,’, a duZina AB u duzinu A’ B’. Pre-
ma definiciji sukladnosti slijedi, da je AB=—=A'B’, zato mjerni
brojevi tih duZina moraju biti jednaki. Pomak O — 2 (Pp). pred-
stavlja neku projektvnu kolineaciju, ostavlja invarijantan dvoomjer
tetiriju elemenata, iz toga slijedi, da je (N,N,AB)— (N,’N,’A'B’).

21. — MoZemo li dvoomjer (N, N, AB) uzeti za mjerni broj
duiine AB? Da na to pitanje odgovorimo, uvest ¢emo privremeno
—

'na orijentiranome praveu p — N,N, projektivni koordinatni sustav
sa ishodiStem u toki N, sa apscisom 0, sa jediniénom totkom u
to¢ki A sa apscisom 11i s beskona(:nom to¢kom u to¢ki N, sa apsci-
som oo (slika 3). Svakoj tofki X na pravcu p s obzirom na uvedeni

Ny
projektivni sustav pripada jednoznatno jedan realan broj, apscisa

x i obrnuto. (Apscisa x moZe se direktno odrediti metodom bipar-
ticije na projektivan naéin pomoéu Moebiusove konstrukcije*.

Totki B neka pripadne apscisa b, a po volji odabranoj tocki
C neka pripadne s obzirom na uvedeni projektivni koordinatni
sustav apscisa c¢. Prema definiciji dvoomjera slijedi, da je
(NyN,AB)=(0c001b)==b, a (N;N; AC)=(001c)=c. Ako se
totka B nalazi na duzini AC, onda je b<<c. U tome je slu-
taju isto tako (N,N, AB)<<(N,N,AC). Jer je (NN, AB)=»,

(N,N,; AQ)=c, (N,N;BC)=+, (NN, AA)=1, vidimo, da ne

moZemo uzeti dvoomjer (N, N, A B) za mjerni bmj duzine AB.
—— —

Tako odredeni mjerni brojevi ne bi zadovoljili uvjet AB+BC AC
(isporedi to¢ku 19.). :

.
- 22. — Ako za mjerni broj duZine AB na pravcu p=—=N,N,

uzmemo broj ‘EE—_—% In (N, N, A B), mozemo se lako uvjeriti, da
tako uvedeni mjerni broj zadovoljava svima postavljenim uvjetima.

* Isporedi F. Klein: Nichteuklidische Geometrie, izdano 1928, g,
str. 161
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23. — Sa neodredenim parametrom g disponiramo u tome
smislu, da moZemo svaku duZinu odabrati za jedinicu mjere. Ako
Zelimo, da po violji odabrana duzina MN predstavlja jedinicu mjere,
mora joj pripasti mjerni broj 1, bit ée prema tome MN—1—
_—_-‘2i In(N, N, MN), a iz te jednadfbe mozemo odrediti neodredeni
parametar u. 7 _ o

~ Ako trazimo duZinu RS, koja ée nam uz w=1 predstavljati
jediniénu duZinu mjere, ta je duZina RS jednozna®no odredena
uvedenom metrikom, jer mora biti RS =—=1=— —;— In (N, N, R S). Otu-
da slijedi, da je (N, N; R 8)=¢e2. Ako je totka R po volji odabrana

Y .
na praveu p==N,N, totka je S uz (N, N, RS)=—e? jednoznaéno
odredena, dakle i duZina RS. Tako se odredena duZina RS zZove
apsolutna jedinica mjere.

U nadim ¢emo se razmatranjima sluZiti samo apsolutnom jedi-
nicom mjere (u—1).

24. — Do sada smo promatrali dufine unutar apsolute k, a
period 2mi prirodnog logaritma nismo uopée uzeli u obzir. Zato
moramo ispitati detaljnije svojstva uvedenih mjernih brojeva*).

Promatrati ¢emo najprije sludaj kad orijentirani pravac

—_—

p=N,N, sijete apsolutu k.

—
a) DuZina AA predstavlja ili totku A ili duzinu cijelog pravca
- p (isporedi to¢ku 19., napomenu). Buduéi da je (N, N, A A)—=1=

: ez .
=" 1o je AA:%ln "I om0 b mai, (m= 1, £2..).

Iz toga zakljufujemo: Mjerni broj duljine cijelog pravca p (koji
projektivho shvaéen predstavlja zatvorenu liniju), odreden je uz
uvedenu metriku sa mi. Zato ée mjerni broj svake duZine biti jed-
nozna¢no odreden do multipla periode mai. Kod radunanja s mjer-
nim brojevima mnogokratnik periode msi ne éemo uzimati u obzir
(kao 3to ne uzimamo u obzir u euklidovoj metrici mnogokratnik |
periode 2nn kod mjernog broja zadanog kuta), nego éemo se sluziti
samo s glavnom vrijednosti.

b) Ako su A i B dvije totke unutar apsolute k na pravcu
o
p=N,N,, onda je (N,N, AB)=—=a poz. realan broj, dakle je
a+2mami L . " - 1 a+2mmi .y, -
a—¢e (e realan broj). Zato je AB=71ne Tl AB=
= % -+ mai. 7

*) Isporedi: Schilling: Projektive und Nichteuklidische Geometrie
1L, 1931. g, strana 98., § 21. ' .
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——>

Mjerni broj duzine AB sastoji se od glavne vrijednosti % (re-
alan broj) i mnogokratmka periode mai.. ‘;

c) Ako su totke A i izvan apsolute na praveu p—=N;N,

opet je (N, N, AB)=—>b pozitivan realan broj, dakle b= ef ham
——> ' —— ﬁ "
(B realan broj). Zato mjerni broj duZine AB glasi AB =3 =+ mai.

—_——) :
d) Odaberimo na pravcu p=—N,N, to¢ku A unutar a'psolute,
a toéku B izvan. Tada je (N, N, AB)_c negativan realan bro_],
dakle c= "™+ (o realan bI‘OJ) Zato je _

—-) ’ & . ’ ¢ “.xr*‘.’

B= % In YD F2mai (% “+ % i) + mui. 4,

——

Glavna vrijednost duzine AB u teme je sluéaju kompleksan bro;
L + i _. ‘

’ 25. — Promatrat ¢emo sada slucaJ kada or1]ent1:ran1 pravac p
ne sijete apsolutu k.
a) Neka su A i B po volji dvije totke na praveu p. ToCke

N, i N, odredene su kao imaginarne dvostruke totke elipti¢ne,
involucije parova ko«njugiranih polova na pravcu p, zato je prema
togki 2. (N, N, AB)=e"*""", 4 realan broj. Mjerni broj duZine
ey 3 Ll
AB prema tome glasi

—a X B s

AB = % In '@ +2mW = E + nai,

glavna vrljednost tog mjernog broja je unagmaran bro;|

b) Neka su A i A’ konjugirani polovi apsolute k, tada je bez
obzira da li pravac p sijece ili ne sijeée apsolutu (NyN; AA)y=——1.:
Zato je

Pt 1 _ 1 qikInmi _ TV .
AA——z—ln( 1)—-?1119 = 2+nm.~.

Udaljenost para konjugiranih polova apsolute je uvijek jed-.
naka, odredena mjernim brojem n_i’ dakle je jednaka polovici du--
ljine cijeloga praveca. b

 26. — Sad éemo promatrati sluéaj ka;i 'je pravac p tangénta
apsolute. U tome slucaju toéke N, i N 1 pada;u u diraliste N pravca
ps apsoluto:m k. .k

5 Glasnik
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a) Ako su A i B po volji dvije todke na tangenti p,

(A=t={ . B{} ')

. —
onda je (N, N; AB)= (NNAB) =1, otuda AB=— O—i-n:ri.
——
Svakoj duzini AB na tangent1 apsolute pnpada myerm broj

0, ako je A$=N, B=N.
b) Ako je AN, B-—-"N onda je dv‘cmmjer (N,N, AB)=

— (N N A N) neodreden. Zato duZina AB ima neodreden m]er—-

ni broj.
Iz toga vi-dimo, da se tangente apsolute ponadaju prema uve-
denoj metrici kao minimalni pravei prema euklidovoj metrici.

27 -— Ako su A iB dVlJe toéke na orljentLranome pravcu p,

onda zbroj duzina AB -+ BA cbuhvaca c1Jel1 pravac. Duljina cijelog.
——

pravca je nii, dakle je AB—|— BA——m Ako je AB—m, onda je

—

BA — ai—m,

—
" 28. — Uzmimo orijentirani pravac p=N,N, i po volji totku

A na njemu. Odaberimo zatim pe volji totku B na duzini AN,
(sl 3). Za lim B— N.,,‘sh]'edl hm(N N, AB) > oo, a-to znati:

Mjerni broj udaljenosti svake totke A od bilo koje totke na
apsoluti veéi je od svakog konaénog broja. Zato totke apsolute uz
uvedenu metriku predstavlja]'u beskonaéno daleke tocke u pro-
jektivnoj ravnini.

29. — Na temelju uvedene metrike dljlehmo tocke projektivne
ravnme u tri skupine: . -

a) Sve tocke unutar apsolute zovu se prave totke. DuZine,
koje su odredene pravim totkama, imaju realan mjerni broj.

b) Sve totke izvan apsolute zovu se neprave totke. Medu
njima ima par!ova totaka, koje odnedu]u duzine sa -kompleksnim
mjernim brojem.-

¢) Totke apsolute zovu se beskonacne toéke, jer one pred-
stavljaju na temelju uvedene metrike beskonaéno daleke tofke
projektivne ravnine. '

S istih razloga razhlku]emo dvxje skupine pravaca:

d) Svi pravcei na kojima leZe dvue beskonaéne totke zovu se
pravi.pravei.

. ).-Svi.pravci na kojima se nalazi samo jedna.ili nij edna besko—
naéna totka zovu se nepravi pravel
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O Lkutu

30. — Duzina AB je odredena sa dvije totke A i B koje leie
na praveu p. Dualno tome moZzemo kazati: kut (ab) odreden je sa
dva pravea a i b, koji se sijeku u to¢ki P. Zato éemo mjerni broj
kuta uvesti dualnim postupkom prema onome, k0]1m smo uveli
mjerni broj duZine. Kod toga zahtijevamo:

a) da kut s vrhom u pravoj tofki ima realan mjerni broj,

b) da punome kutu pripadne mjerni broj 2,

' ¢) da budu svi pravi kutovi jednaki i odredeni mjernim

2
slijedete uvjete:
d) ako je <. (a’b’) nastao iz kuta < (ab) poma.kom 0=—23 (Pp),
njihovi mjerni brogem moraju biti jednaki,

e) ako pravci a, b i ¢ prolaze tofkom C, onda uz odabranu
orijentaciju rotacije oko totke C, dobivamo tri- orijentirana kutx
koji odreduju relaciju <t (ab) + <I (bc) = <L (ac). Tu relaciju moraju
zadovoljiti 1 njihovi mjerni brojevi.

brojem-—- Nadal]e uvedeni m]erm brojevi treba da zadovol]e Joé

Uvodenje mjernog broja

31. — Uzmimo dva pravea ea=M,M, i b—=N,N,, koji se
sijeku- u pravoj to¢ki P=—aXb; oni odreduju kut {(ab). Ako uz
pomak O—=—=2 (Pp) prijede pravac a u pravac ¢, pravac b u pravac
-b’, onda je kut (ab) prefao u kut. (a b)), k031 su medu sobom jednaki,
t. i. < (ab) = <X (a’b’).

Ako iz njihovih vrhova P i P’ spustimo tangente na apsolutu
k, one su odredene kao dvostruke imaginarne zrake elipti¢nih
involucija parova komuglranlh polara u totkama P i P’. Zato je

(nym, ab) == (n, n," @' b)=—e™ “**" (isporedi totku 3. b).
32. — Pokazat ¢emo da broj 71n (nyn, ad) zadovoljava svima

postavljenim uvjetima za mjerne brojeve kutova.

—i (a+2nm)

a) Budu¢i da je (n,n,ab)y—ce ,'gdje je a realan broj,

la|<<am, slijedi <C (ab):—ifh (nyn, ab)—iln‘ _i(“"'z"")—&—l— nm.
. Kut izmedu dva pravca a i b odreden je mjernim brOJem koji
- je realan i manji od n, a ima period . .

b) Ako je a=b, tada je (n,n,ab)=(n,n,aa)=e’"*"" a
otuda < (ea@) =0 4+ nn.

Pravci, koji padaju zajedno odreduju kut 0 ili kut z. Iz toga
slijedi, da je puni kut odreden mjernim brojem 2x.

.¢) Neka su a, b i ¢ tri pravea koji prolaze todkom P, oko ko;e
ge zadana orijentacija rotacije. Pokazat éemo da uvedeni mjerni
brojevi zadovoljavaju relaciju <t (ab) 4 <X (bc) — <X (ac).
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Iz (nyn,ab)y=r, (nyn, b ) :—:—, (nym; ac)=s slijedi, da je
< (ab) + < (be) =—;~ In (nyn,ab) -+ % In (n,n,be) = % In (n,n,ac) =

< (ac).
d) Iz (nn,ab)=r i (nznlba):—'lf slijedi, da je < (ba)=

=3 In(n,n, bo)=— £ In(nyn, ab) =— < (ab).
e) Ako pravci p i g zatvaraju pravi kut, biti ¢e prema postav-

ljenom zahtjevu <C(pg) ———-7:,-111 (nym, p q)::%. 1z te jednadZbe do-
bivamo (n,n,p q) = em=—1-, a to nam kazuje:

Svaki par konjugiranih polara apsolute bez obzira sijeku li se
u pravoj ili nepravoj tofki, zatvaraju pravi kut, koji je odreden

mjernim brojem —;— Svi su pravi kutovi jednaki.

33. — Dosada smo promatrali samo kutove s vrhom u pravoj
totki. Sada éemo jo§ istraZiti svojstva uvedenih mjernih brojeva
za kutove, koji imaju svoj vrh u nepravoj ili beskonatnoj tocki.

a) Uzmimo da se vrh P zadanog kuta nalazi u nepravoj togki,
a neka su pravc1 a i b pravi pravci. Tangente n, i n, su realne,

a vrijednost je dvoomjera (n,n,ab)=—=r7 pozitivan realan broj,
a+2nmi

r—e . Zato je
L (ab) = 1ne““‘3”"*=i% 1 mx.

Kut pravih pravaca s vrhom u nepravoj to¢ki odreden je ima-
ginarnim mjernim brojem.

b) Neka su e i b nepravi pravci, koji se sijeku u nepravoj
todki P. I u tome je sludaju dvoomjer (m,n;ab)=17 pozitivan
realan broj, dakle

P= ea’+2nni , a %: (ab) —_

Kut nepravih pravaca s vrhom u nepravcu todki odreden je
imaginarnim m]ernn‘n brojem.

c) Neka je a pravi pravac, b nepravi pravac U tome je sludaju
(n, n, a b)=s negativan realan broj, dakle '

s=e(‘9+m)+2"m, a X (ab) = (:%-}-n) + mx.

Pravi i nepravi pravac zatva»ra.ju kut, kome pripada kom-
pleksan mjerni broj.

- d) Ako se vrh P nalazi na apsolun onda tangente n, i n,;
padaju zajedno u tangentu 7z, koja dira apsolutu u totki P. Zato je
(myn,ab)=(anab)=1, a iz toga slijedi < (ab)==0+ na.
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Kutu dvaju pravaca, koji se sijeku na apsoluti, pripada mJer-
ni broj 0.

e) Neka je a po volji pravac projektivne ravnine, a b tangenta
apsolute. Onda iz toéke P — a Xb polaze dvije tangente na apsolutu,
tangenta n, &= a i tangenta n,—"b. U tome je sludaju (n,n, ab)=
=(n,n,an,)==00, a iz toga slijedi, da je <L (ab)=<L(an) ne-
odreden. '

Svaki pravac s tangentom apsolute zatvara kut, kome je mjer-
n broj veéi od svakog konanog broja, dakle neodreden.

34. — S obzirom na uvedenu metriku dobili smo ove ¢&injenice:

a) Pravci, koji se sijeku u pravim tofkama, zatvafraju kut s
realnim mjernim brojem.

b) Pravci, koji se sijeku u tofkama apsolute, zatvaraju kut s
mjernim brojem 0, a to znadi da se u toj metrici ti pravei moraju
smatrati za paralelne pravce.

¢) Pravi i nepravi pd‘avac kao i dva neprava pravea odreduju
kut s kompleksnim mjernim brojem.

d) Okomiti pravci odredeni su parom konjugiranih polara
apsolute, oni zatvaraju ¢etiri jednaka prava kuta, kojima pripada
mjerni broj —;—

Zakljucak

35. — Iz svega $to smo do sada upoznali, vidimo, da uvedena
metrika definira u projektivnoj ravnini metritku geometriju, koja
se bitno razlikuje od euklidske, a zove se hiperbolitna gecmetrija.
Zato se uvedena metrika zove hiperboli¢na metrika projektivne
ravnine, Tocke, pravei 1 likovi u toj geometriji zovu se hiperbo-
litne toke, hiperboliéni pravci i hiperboligni likovi projektivne
ravnine, .

Mi ¢emo se ograni¢iti samo na istraZivanje svojstava hiper-
boliénih likova, kojima su stranice i kutovi odredeni realnim mjer-
nim brojem, a to znali, da se moramo ogranifiti na istraZivanje
hiperboli¢ne geometrije na dio projektivne ravnine unutar apso-
lute. Zato nam taj dio projektivne ravnine unutar apsolute pred-

- stavlja ravninu geometrije, koju Zelimo upoznati.

Ako ispitamo, uvjerit ¢emo se, da odnosi izmedu hiperboli¢nih
totaka, hiperboli¢nih pravaca i hiperboli¢nih likova unutar apso-
lute zadovoljavaju sve grupe Hilbertovih aksioma, osim Euklidov
aksiom paralela, a na mjesto njega zadovoljavaju aksiom paralela

~ Lobacevskog, o kojem ¢e biti govora u totki 49. Iz toga slijedi, da
hiperboliéna geometrija unutar apsolute definira pro;ektwnu mter—
pretaciju geometrije Lobadevskog®*).

¥) Isporedi Jefimov: Visa geom«e'm,]a glava II., § 25 —27. i glava
Vi, § 203, prevod, Beograd 1949.
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Nase izlaganje nema aksiomatski karakter. Mi Zelimo na
temelju poznatih svojstava polariteta konika upoznati pomodéu pro-
jektivhe interpretacije elementarnu geometriju Lobalevskog, a pri
tome ‘dobivamo punu moguénost detaljnog izvodenja neeuklidskih
hiperboli¢nih ‘konstrukeija. ’ o o

Napomena. — U totki 84. pokazat ¢emo, da se isto tako moZe
projektivno interpretirati i metrika euklidske geometrije, ali u
tome slutaju apsoluta degenerira u dvostruko uzet beskonaéno
daleki pravac sa apsolutnim kruinim tofkama na njemu. '

"~ Ako je apsoluta definirana imaginarnom konikom sa realnim
sredistem, moZe se pomocéu nje, postupajuéi na analogan naéin,
uvesti u projektivnu ravninu eliptina metrika i tako u projektiv-
noj ravnini odrediti drugu metritku geometriju, eliptitnu geo-
metriju®).

Projektivna interpretacija
elementarne geometrije Lobacevskog
Objainjenje
36. — Dio projektivne ravnine unutar apsolute k predstavlja
nam ravninu geometrije Lobatevskog, a hiperboliéna geometrija
na tom dijelu projektivne ravnine predstavlja projektivnu inter-
pretaciju geometrije Lobatevskog.

Pravi pravac p svojim segmentom unutar apsolute k odreduje
projektivnu sliku pravea geometrije Liobatevskog. Taj segment je
otvoren, ograden hiperboliénim beskonaénim totkama N, i N,, zato
éemo i nadalje neorijentiran pravac p obiljezavati sa p=N,N,,
a orijentiran pravac sa p=N,N,.

Kod dokazivanja poutaka i rjefavanja zadataka postupat ¢emo
ovako: Najprije ¢emo taj poutak ili zadatak dokazati odnosno rije-
§iti uz pomoé hiperbolitne metrike, koja se odnosi na cijelu pro-
jektivnu ravninu, i izvesti potrebnu konstrukciju. Zatim ¢emo iz
tog dokaza ili rjefenja izdvojiti one momente, koji se odnose na
geometriju Lobadevskog, t. j. na dio hiperboli¢ne geometrije unutar
apsolute k. o

Radi lak$eg izraZavanja dio projektivne ravnine unutar apso-
fute, koji predstavlja u projektivnoj interpretaciji ravninu geome-
trije Lobatevskog, zvati éemo u daljnjem razmatranju hiperboli¢-
nom ravninom. . :

O pravcu, zraci i duZini

' 37. — Ako imadu pravei ¢ i b u hiperbolitnoj ravnini dvije
totke zajednitke, oni predstavljaju isti pravac, kaZe se da padaju
zajedno, pise se a =b.

*¥) Isporedi Schilling: Projektive Geometrie II, Berlin 1931.
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Ako dva pravca ¢ i b u hiperboli¢noj ravnini imaju samo
jednu totku zajednitku, oni se sijeku. ' -
Svi pravei u hiperboli®noj ravnini, koji prolaze kroz jednu
tolku odreduju pramen pravaca, koji se zove pramen 1. vrste.
Pravac a u hiperboli®noj ravnini odreduje dvije beskonacne
totke N, i N,. Svaka totka A na pravcu a=N,;N, u hiperboli¢noj
ravnini dijeli taj pravac na dvije zrake, na zraku AN, cdnosno
na zraku AN,, koje odreduju beskonaéne tolke N, i N, (ali te
to¢ke ne pripadaju tim zrakama).
‘Dio pravea u hiperbolitnoj ravnini, koji je omeden totkama
A i B, odreduje jednoznaino duzinu AB.
Tri totke A, B i C u hiperboli¢noj ravnini, koje ne leze na
jednom pravcu, odreduju trokut ABC, sa tri stranice a, b i c, te
tri kuta «, $ 1 7. ' :

Okomiti pravci
38. — Buduéi da unutar apsolute ima tetiva koje se ne sijeku
niti imaju zajedniékih todaka, slijedi: U hiperboli¢noj ravnini ima
pravaca, koji se mne sijeku, niti imaju zajednitkih heskonaénih
todaka. Ti se pravei zovu mimosmjerni (ili poluparalelni).

39. — Zadatak. Konstruiraj sve pravce u hiperboliéno)
ravnini, koji su okomiti na zadani pravac p.

" "Rje$enje: Okomiti pravei odredeni su parom konjugiranih
polara apsolute. Zato sve hiperboli¢ne okomice pravca p proiaze
njegovim polom P. Pravi pravci iz tog pramena odreduju u hiper-
boli¢noj ravnini traZene okomice. Iz toga slijedi:

Svi pravei u hiperboli¢noj ravnini, koji su okomiti na zadani
pravac p, ne sijeku se, nego su mimosmjerni. KaZe se, da oni
odreduju pramen pravaca 2. vrste. Pravac p, njihova zajednitka
okomica, odreduje taj pramen jednoznagno.

40. — Zadatak: Konstruiraj u hiperboliénoj ravnini zajed-

nidku okomicu o dvaju mimosmjernih praveca p i g (sl. 4.).-
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Rje$enje: Spojnica polova P i Q pravaca p i q odreduje
traZzenu zajedni¢ku okomicu pravaca p i q. Slijedi:

U hiperboliénoj ravnini dva mimosmjerna pravca imaju samo
jednu zajednicku okomicu.

L 41. — Zadatak: Konstruiraj u_ hiperboli¢noj ravnini oko-
‘micu iz tofke A na pravac p.
" Rjedenje: Prema totki 40. traZenu okomicu odreduje spoj-
nica tocke A i pola P pravca p.
U hiperboliénoj ravnini moZe se iz jedne tolke spustit na
pmvac samo jedna okomica.

. 42, — Zadatak Konstruiraj u hiperboliénoj ravnini sime-
tralu dusine AB (sl. 5.).

Rjesenje: Neka duzina AB leZi na orijentiranome praveu
: —
p—=—L,L,, pol tog pravea oznadimo sa P. Prema tofki 11. znademo
odrediti osnovni pomak (Ss); koji prevodi totku A u to¢ku B. Prema
———

tocki 18., b) slijedi, da je pravac s simetrala duZine AB. Osnovni
pomak (R‘T) prevodi isto tako totku A u todku B, samo je u ovome
—
sluéaju pravac r simetrala duZine BA. Pravci r i s prolaze kroz
pol P, dakle su okomiti na pravac p. Totke R i S su par konju-
giranih polova na pravcu p s obzirom na apsolutu, zato su pravei
r i s njene konjugirane polare, dakle je r 1 s. Totke na pravcu s
su sve jednako udaljene od vrhova duZzine AB. Prave tofke tog-
pravea odreduju sa tofkama A i B duZine s realnim mjernim bro-
jem, dok ostale neprave toCke tog pravca odreduju duZine sa
kompleksnim mjernim brojem. Todke pravea r su isto tako jednako
udaljene od to¢aka A i1 B, ali su te udaljenosti odredene kom-
—

pleksnim mjernim brojem, Simetrala s duzine AB odreduje sime-
tralu duZine AB u hiperboli¢noj ravnini. Iz toga slijedi:

- Simetrala duZine AB u hiperboliénoj ravnini je pravac, koji
polovi dufinu AB i zatvara s njom pravi kut.

- Simetrala duZine AB u hiperboli¢noj ravnini je geomet'msko
mjesto tofaka u ravnini, koje su jednako udaljene od vrhovae du-
Zine AB.

O kutu

ObiljeZavanje i podjela kutova jednaka je onoj u euklidskoj
geometriji.

43.— Z ad atak. Neka se zadani prevci a= M;M, i b—=N,;N,
sijeku u pravoj to¢ki R. Konstruiraj simetrale v'rsmh kutova pra-
vaca a i b (sl. 6).
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RjeSenje: Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac
— B :
a=M;M, u pravac b=N,N,, odredu]e u projektivnoj ravnini

simetriju s obzirom na pravac p. Osnovni pomak (Qg), koji prevodi

—_— [
pravac e=— MM, u pravac b=—=N,;N,, odreduje u projektivnoj
ravnini simetriju s -obzirom na pravac q. Iz toga slijedi, da su po
dva vréna kuta, §to ih odreduju pravci a i b, medusobno jednaki,
a-da su pravci p i g njihove raspolovnice ili simetrale. Buduéi da
su pravei p i g konjugirane polare apsolute k, slijedi p' 1 q. Zato
moZemo reéi:

Dvg pravca u hiperboliénoj ravnini odreduju dva para jedna-
kih vrdnih kutova, e simetrale tih kutova su medu sobom okomite.
Simetrala kuta u hiperboli¢noj ravnini je geometrijsko mjesto
tofaka u ravnini, koje su jednako udaljene od krakova zadanog kuta.

44, — Zadatak. Konstruiraj u hiperboli¢noj ravniri sime-
tralu zadanog kuta M, RN,—a.

RjeSenje: Ako u slici 6. povucemo u tockama M, i N,
tangente na apsolutu, one se sijeku u tofki T na simetrali kuta
M,RN,, jer spojnica M,N, prolazi polom P simetrale p. Prema
tome konstruirati simetralu zadanog kuta M, R N, znati, odrediti
spojnicu vrha R tog kuta sa polom T pravca M,N,. Iz toga dalje
slijedi, da je simetrala kuta M, RN, okomita na pravac M,N,.

Paralelni pravci

45. — Pravei pramena s vrhom na apsoluti odreduju medu
sobom nulte kutove (isporedi to¢ku 34., b). Pravi pravci iz tog
pramena odreduju u hiperboli¢noj ravnini pramen pravaca, koji
medu sobom odreduju nulte kutove. Ti se pravci zovu paralele, a
kazemo, da te paralele odreduju pramen 3. vrste.

Svakome pravcu u hiperboli¢noj ravnini pridruzeni su dva
pramena paralelnih pravaca. Tu se ne mo2e govoriti opéeno o para-
lelnim pravcima, nego tek o paralelnim praveima prema istoj
strani ili prema istoj bestkonaénOJ toéki. Pravac i njegove paralele
ne sijeku se. Slijedi: "
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Svakom toékomi T izvan pravca ' p prolaze u hiperboliénoj
ravnini dvije paralele s tim pravcem. -

46, — Neka se to€ka T nalazi izvan pravca p—=N,N, u hiper-
‘bolitnoj ravnini (sl. 7.). Povucimo totkom T obje pamalele p, = TN,
1 p,==TN, s pravcem p, a zatim spustimo iz totke T okomicu
. —_—

0 = M,M, na pravac p, a noZiste oznaéimo sa S. Okomica o prolazi
kroz pol P pravea p=—N,N,, dakle je okomica o simetrala kuta
N, T N, = 2q, kojega zatvaraju paralele p, i p, (isporedi totku 44.).
Zato je SN, TS==<STN,=a. Kut o zove se kut paralelnosti
pravca p s obzirom na totku T. N

"~ Ako se totka T kontinuirano pomice po okomici o prema tocki
M,, udaljenost tocke T od pravca p kontinuirano raste, a pripadni
kut paralelnosti se kontinuirano smanjuje. Za lim T — M, slijedi
lim a — 0. Za lim T— S, slijedilim a _>%. Udaljenost a — TS totke
T od pravca p u funkcionalnoj je vezi sa kutom paralelnosti a.

47. — Ako su todke T i T’ s iste strane pravca p i jednako
udaljene od njega, onda totki T pripada jednak kut paralelnosti a
kao i togki T’ (sl. 8.). ;

Sl 8

Da to dokaZerno, odredit éemo osnovni pomak (Rr) koji prevodi
pravac TS u T°S’. Buduéi da (Rr) odreduje simetriju s obzirom
na pravac r, slijedi, da totki T’ pripada jednak kut paralelnosti
kao i to¢ki T. '

Todkama, koje imaju jednaku udaljenost a od pravca p, pri-
pada % hiperboli¢noj ravnini jednak kut paralelnosti. Vrijedi i
obrat. . : < 5w

48. Velitine a i a odreduju kontinuiranu funkciju, koja se
prema Lobatevskom piSe a=1II(a) i zove funkcija Lobagevskog.

Ako je II(a) < II{d’), onda je a > a’. '

49. — Neka se u hiperboliénoj ravnini totka T nalazi izvan
pravaca p. Pramen pravaca s vrhom u totki T dijele paralele v,
i p, u dva razreda, na pravee koji sijeku pravac p i na pravce koji
ne sijeku pravac p. Paralele p, i p, odredene su kao graniéni
pravei izmedu ta dva razreda.

Na temelju toga moZemo sada izre¢i aksiom paralela po Loba-
tevskom (isporedi togku 35.), koji glasi: Tockom T “izvan pravca p
prolaze bar dva prevca, koji ne sijeku pravac p.
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Graficko radunanje s dufinama i kutovima u hiperbolitnoj ravnini

50. — Zadatak. Prenesi dufinu AB, koja leZi na pravcu
a=MM, na pravac b=N;N, od to¢ke C dalje, tako da bude
CD = AB. (sl. 9.).

Rjedenje: Odredimo na spojnici MyN, totku S—M N2><
X M,N,, a onda projicirajmo iz te tocke dumnu AB u duzinu A'B’
na pravac ¢ = M;N,. Iz tocke &’ = A’CX M, N, projicirajmo duZinu
A'B u duzinu CD na pravac b. Onda 1e AB—=—CD, jer je

(M, M, AB)==(N, M, A’ B)=(N, N, CD).

51. — Zad at a k. Konstruiraj poloviite R dusine AB (sl. 5)

Rjedenje: Neka je totka P pol pravaca p=— AB. Spojnica
PA odreduje na apsoluti totke M, i M,, a spojnica PB totke N;
i N,. Totka R= M,N,XN,M, odreduje poloviste duzine AB (1spo-
redl konstrukeiju slmetrale duzme u totki 42.).

SL 9

52. — Zadatak. Zadana je dufina AR, konstruz'rag duZinu
AB, tako da bude AB — 2AR.

Rjesenje: Konstrukcija polovista R duzine AB na slici 5.
daje tra¥eno rjeSenje. Treba najprije odrediti pol P pravca p == AR.

- Spojnica PA odreduje na apsoluti totke M, i M,, spojnica MR

odreduje na apsoluti totku N,, a spojnica PN, odreduje na pravcu
p traZenu totku B, tako da je AB—2AR.

53. — Zadatak. Zadana je duZina AB konstrmrag d,uzmu
AD =— 3AB.

RjeSenje: Neka je P pol pravca p—AB. Spojnica PA
odreduje na apsoluti totke M, i M,, a spojnica PB totke N, i N,.
Spojnica M,B odreduje ria apsoluti totku R,, a spojnica PR, odre-
duje na pravcu p toéku C. Spojnica N,C odreduje na apsoluti totku
R,’, a spojnica PR, odreduje na pravcu p traZenu toc¢ku D, tako
da je AB=BC—=CD ili AD=3AB. ‘

" Napomena, Produ?ujuéi taj postupak moZemo na pravcu
p == AB odrediti po volji mnogo ekvidistantnih togaka.

5. — Zadatak. Udvostruéi zadani kut a==M,V N,.
Rjesenje: Prema napomeni u totki 44, simetrala kuta je
okomita -na: spojnicu’ beskonaénih totaka, koje su odredene krako-
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vima zadanog Kkuta. Zato ¢e krak VN, biti okomit na spojnicu
M,N, trazenog kuta 2a=M, V N,

Napomena. Nastavljajuéi taj postupak moZemo kut a po volji
mnogo puta prenositi oko totke V.

Centralna simetrija u hiperboli¢noj ravanini

55. — Ako je P po volji prava totka, onda osnovni pomak
(Pp) odreduje u hiperboli¢noj ravnini céntralnu simetriju s obzirom
na toc¢ku P (sl. 10.). Totka P raspolavlja spojnice centralno sime-
tri¢nih todaka A i A’, a zajednitka okomica simetri¢no pridruZenih
pravaca a i @' prolazi to¢kom P (jer se pravci a i a’ sijeku na polari
p to&ke P). Centralno simetri®ni su trokuti sukladni s istosmislenim
smjerom ophodnje periferije; isporedi trokute na sl. 10.

Centralno simetriéni likovi hiperbolifne ravnine su- direktno
sukladni.

Osna simetrija

56. — Ako je zadan po volji pravac p u hiperboli¢noj ravnini,
onda osnovni pomak (Pp) odreduje u hiperboliénoj ravnini sime-
triju s obzirom na pravac p, (sl. 11.). Iz toga slijedi, da simetri¢no
pridruZene totke A i A’ leZe na okomici pravca p i da je pravac
p simetrala svih spojnica simetriéno pridruZenih totaka. Simetri¢no

SL 10 SL 11

pridruZeni pravei a i @’ sijeku se na osi simetrije, s kojom zatva-
raju jednak kut. Dva trokuta ABC i A’B’C’ koji su simetri¢no pri-
druZeni obzirom na pravac p sukladni su, ali nemaju istosmisleni
smjer ‘ophodnje periferije; takovi se trokuti zove simetritno su-
kladni. '

- 57. — Po volji totka C na osi simetrije p i dvije simetriéno
pridruzene to¢ke A i A’ odreduju opéeno istokratan trokut AA’C.
Iz svojstva osnovnog pomaka (Pp) slijedi ispravnost ovih poudaka
u hiperboli®noj ravnini:

a) Kutovi na osnovici istokraénog trokuta su jednaki.
b) Simetrala osnovice istekradnog trokuta predstavlja ujedno
visinu koja pripada osnovici i simetralu kuta nasuprot osnoviei.
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¢) Dva su pravokutna trokuta sukladna, ako -se podudaraju
u hipotenuzi i jednom kutu uz hipotenuzu.

d) U istostraniénom trokutu su svi kutovi ]ednalu

58. — Zadatak. Ispitaj sa koliko se osnovnih pomaka (Pp)
moZe zadani trokut ABC prevesti: a) u direktno sukladni, b) u
simetriéno sukladni?

Rje$enje: Usmjereni pravac a i po volji totku 4 na njemu
moZemo prevesti u zadani usmjereni pravac &’ i po volji to¢ku A’
na njemu s dva osnovna pomaka (isporedi tocku 14.). Iz boga slijedi,

da se direktno sukladni trokuti dadu prevesti jedan u drugi s dva
.osnovna pomaka, a simetri¢no sukladni sa tri. Za simetriéno su-
kladne trokute treba izvrditi jo& osnovni pomak oko jedne stra-
nice, da bi trokuti dosli do pokrivanja.

O kutovima u trokutu

59. — Dokazati éemo sada, da za trokute hlperbolmne ravnine
vrijedi ovaj poudak:

U 'svakom trokutu ABC je zbroj nutarnjih kutova manji od
mtjatpty<a

Dokaz a) Da bi dokazali gornji poutak, dokazat ¢emo naj-
prije taj poudak za pravokutne trokute,
. _ B

Neka su e= MM, i b=N,N, dva okomita pravca, koji odre-
duje pravokutni trokut ABC (sl 12.). Oznatimo sa S poloviste
hipotenuze AB. Spustimo iz totke S okomicu d na katetu b (d je
‘spojnica totke S sa polom B’ katete b), oznatimo noZiSte sa D.
Odredimo zatim u totki B ckomicu e na katetu a (e je spojnica
totke B sa polom A’ katete a), oznafimo dXe=— E. Napokon spu-
stimo iz totke B okomicu f na pravac d = SD (f je spojnica tocke
B sa polom D’ pravca d), oznatimo d Xf—=F. Tocke su C i A’, zatim
D i D’ dva para konjugiranih polova na pravcu b, oni odredu]u
na praveu b s obzirom na apsolutu hiperboli¢nu 1nvoluc13u parova
konjugiranih polova, zato se parovi totaka C i A’, zatim D i D’
medu sobom ne rastavlijaju. Budué¢i da je to¢ka D unutar duZine
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—_— —_—— ¢
CA, zato je totka D’ unutar dfuii:ne AA’, a iz toga slijedi, da je
kut CBF manji od kuta 'CBE— — - Prema togki 57, c), pravokutni

trokuti ADS i BSF su sukladm ]er se podudaraju u hipotenuzi i
jednom kutu uz nju (vrini kutovi kod S) Zato je <L DAS=—

—<SBF, a << SBF 4+ ¥XSBC= ¢CBF< i a4 < 2, kako
smo Zeljeli dokazati. ‘

b) Ako u po volji zadanome trotkutu ABC spustimo oko&rmcu
na najveéu stranicu, dobivamo dva pravokutna trokuta. Promatra-
njem nutarnjih kutova tih trokuta moZemo onda dokazati, da je
zbroj nutarnjih kutova u trokutu ABC manji od =z, ¢ime je dokaz
potpuno zavrien.

Napomena. Izraz 6 = n—(a + B + ) zove se defekt trokuta
ABC.

60. — Neka je f#, izvanji kut trokuta ABC kod vrha B. Bu-
duéi da je d=n—(a+ B+ >0, a B+ f,=n, slijedi, da je
Caty <,

Pouéak: U hiperboliénoj ravnini je izvanji kut u trokutu
~ veéi od zbroja suprotnih nutarnjih kutova.

- Konkawvni mnogokuti

61. — Konkavni se: mnogokut moze sa nin—3) dijagonale

povudenih iz bilo kojeg vrha razdijeliti na (n—2) trokuta. Nutarnji
kutovi tih trokuta odreduju nutarnje kutove zadanog mnogokuta.
Suma defekata tih pojedinih trokuta ne ovisi od izbora vrha iz
kojeg smo potezali dl]agonale Zato se izraz é — (n—2) :z—Z a’=>0

zove defekt mnogokuta sa n stranica.

Iz toga slijedi, da je zbroj nutarnjih kutova u cetverokutu
manji od 27, zbroj nutarnjih kutova u peterokutu manji od 3z itd.

Odnos stranica i kutova u trokutu

-

" 62. — Buduéi da se poudci u vezi s odnosom stranica i kutova

u trokutu dokazuju pomoéu nutarnjih i vanjskih kutova trokuta
na isti na%in kao u euklidskoj geometriji, ne éemo te dokaze po-
navljati, nego samo spomenuti te poucke:

a) Zbroj dviju stranica u trokutu uvijek je veéi od trece stranice,

b) Razlika dv13ur stranica u trokutu uvijek je manja od tree
stranice. '

¢) DuZina je najkrata spojnica svojih krajnjih togaka.

d) Nasuprot vetem kutu le% u trokutu veéa stranica; vrijedi

i obrat. Nasuprot Jednaklm kutovima leZe jednake stranice; vrijedi
i .obrat.
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Poudci o 'sukladnosti trokuta

63. — Za trokute hiperboliéne ravnine imademo 5 pouéaka o
sukladnosti trokuta, koji glase: '

I..Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u ]‘edJIOJ stra-
nici i u dva sus;edna kuta toj stranici.

II. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u dv1je stra—
nice i u kutu, kojega zatvaraju te stranice.

III. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u jednoj
stranici, u jednom od kutova toj stranici susjednih i u kutu nasu--
prot toj stranici. ' -

IV. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u sve tri
stranice.

V. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u sva tri nu-
tarnja kuta. Dokazi poudaka I, II. i IV. izvode se na-isti nadin
kao u euklidskoj geometriji, a dokazi za III. i V. poufak izvode
se na temelju poutka o vanjskome kutu, gledaj totku 60.%).

Korespondentne tocke

64. — Definicija: Ako bilo koji pravac ¢ zadanog pra-
mena (1., 2. ili 3. vrste) prevedemo pomoéu osnovnog pomaka (Pp)
u pravac o’ istog pramena, onda pridruZene totke na pravcima a
i @’ pomo¢u (Pp) zovu se korespondentne tocke.

Iz svejstva osnovnog pomaka (Pp) slijedi, da je pravac p
simetrala pravaca ¢ i a’, a da korespondentne tolke na pravcima.
a i a’ leze simetriéno prema pravcu p. '

65. — Konstrukcija korespondentnih toéaka u pramenu pra--

vaca 1. vrste. Dva pravea a = M;M, i b= N,N, hiperboli¢ne rav-
nine, koji se sijeku u toki S, odreduju pramen pravaca 1. vrste
(sl. 13). Oznad¢imo sa s polaru totke S s obzirom na apsolutu k.
Osnovni pomak (Pp) koji prevodi pravac a=M,;M, u pravac
b=N,N, i osnovni pomak (P’'p’) koji prevodi pravac a==MM,

u pravac b—N,N,, imaju svoje centre P i P’ na polari s tocxe b

a odredeni su sa M,N,Xs=P i M;N, Xs=P’ (slijedi to iz odre-
denja osnovnih pomaka (Pp) i (P’p’), LS'pOI‘edl tocku 13.).

Ako je A po volji toéka na pravcu a, onda s njom korespon-
dentne toéke D i D’ na praveu b lefe na spojnicama AP i AP’,
t. j. D= APXb, D’ = AP’Xb.

66. — Konstrukcija korespondentnih todaka u pramenu 2. vrste.

a) Dva mimosmjerna pravea ¢ = M, M, i b— N N, hiperboli¢ne-
ravnine odreduju pramen pravaca 2. vrste. Oznadimo sa s—=—R,R,

" %) Isporedi Jouel, Vorlesungen {iber prmektlve Geometrie, Berl*n_
1934, str.-178.
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njihovu zajednié¢ku okomicu ili os, a sa. S pol te osi s obzirom na
apsolutu k. Osnovni pomak (Pp) koji prevodi pravac a==M,M,
u pravac b=N N, i osnovni pomak (P’p’) koji prevodi pravac
a= M,M, u pravac b= N,N, imaju svoje centre P i P’ na osi s,’
a odredeni.su sa M;N,Xs=P i M,N,Xs=P’ (sl. 14)). Ako je 4
po volji totka na pravcu a, § njom korespondentne totke D i D’
na pravcu b lefe na spojnicama AP i AP’, t. j. D= APXb,
D’ = AP’ Xb.

Sl 13

v b) Zadani su dva pravca e i b iz pramena 2. vrste sa vrhom
u totki S, koji ne sijeku apsolutu. Oznaéimo sa s polaru totke S.
Da bismo odredili todke D i D’ na pravcu b *koje su korespondentne'
sa zadanom totkom C na pravcu ¢, treba da odredimo osnovne
pomake (Pp) i (P’p’) koji prevode pravac a u pravac b prema totki-
12. Onda totke D i D’ le¥e na spojnicama CP i CP’. .

(2

Sl 14 e Sl 15

67. — Konstrukcija korespondentnih toCaka u pramenu pra-
vaca 3. vrste. Dvije paralele a = M;M, i b= N,N, u hiperbolitnoj
ravnini odreduju pramen pravaca 3. vrste sa zajedni¢kom besko-
naénom todkom M,. Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac
a=M,M, u pravac b=N,N,, ima svoj centar na tangenti t
apsolute k sa diraliftem u to&ki M,, t. j. M,N,Xt=P, (sl. 15.).
Ako je A po volji totka pravca a, onda s njom korespondentna
totka D na pravcu b leZi na spojnici AP, t. j. B— APXb.
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KruZnice

68. — KruZnicu moZemo definirati u euklidskoj geometriji i
na slijedeéi nadin: Geometrijsko mjesto to¢aka na pravcima zada-
nog pramena s vrhom u tocki S, koje su korespondentne s po volji
zadanom todkom A, odreduje kruZnicu sa sredidtem u to¢ki S i
polumjerom r— SA. -

U hiperboli¢noj geometriji definirat éemo kruZnicu na isti
naéin. Buduéi da u hiperbolitnoj ravnini imamo tri vrste pramena,
imat ¢emo zato i tri vrste kruZnica. KruZnica, koja je odredena
pomoéu pramena 1., 2. i 3. vrste, zove se kruZnica 1., 2. ili 3. vrste.

69. — KruZnica 1. vrste. Definicija: Geometrijsko mjesto tofaka
na pravcima pramena 1. vrste, koje su korespondentne s po wvolji
zadanom totkom A, zove se kruZnica 1. vrste.

Iz te definicije slijedi, da je kruZnica 1. vrste geometrijsko
mjesto totaka u ravnini, koje su jednako udaljene od tocke S, vrha
zadanog pramena pravaca 1. vrste. Zato tofka S predstavlja sre-

s Sl 16

difte, a duZina SA odreduje polumjer te kruZnice, (svi nazivi u
vezi s kruznicama prenose se direktno iz euklidske geometrije).

70. — Z ad atak. Konstruiraj kruinicu 1. vrste, ako je zadano
sredidte S i po volji toCka A te kruZnice (sl. 16.).

-Rje8enje: Zadata se svodi na to, da prema to¢ki 65. odre-
dimo sa totkom A korespondentne tolke na svima pravcima pra-
mena 1. vrste s vrhom u to¢ki S. Korespondentne to¢ke D i D’ na
svakom pravcu b=—=N,N, iz zadanog pramena odreduju dijametar
DD’ trazene kruznice k, 1. vrste (jer je SD=SD’). Na taj naéin
moZemo odrediti po volji mnogo parova dijametralnih to¢aka kru-
Znice k,, a to znacéi, da je njena konstrukecija time potpunc
odredena.

71. — Analizom konstrukcije kruznice k, 1. vrste izlazi, da ta
konstrukcija predstavlja centralnu kolineaciju sa centrom u tocki
S, sa osi u polari s (sl. 16.), koja preslikava apsolutu k u trazenu
kruZnicu k, 1. vrste, dakle u koniku k,, kojoj pripada obzirom na
pol S ista polara s kao i apsoluti-k; oznaldit éemo tu centralnu
kolineaciju sa (S -} s).

& Glasnik
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72. — Centralna kolineacija (S—s) preslikava parove tange-
nata u’ i v’ apsolute k u krajnjim totkama tetiva kroz totku S
u parove tangenata u i v u dijametralnim toékama kruzmce k, na
t1m istim tetlvama Tangente u i » 1 tangente w i s1]eku
se u istoj toékl na zajednitkoj polari s. Iz foga slijedi, da svima
totkama B na zajednidkoj polari § apsolute i kruznice k, odgovara
jedna te ista polara za apsolutu i za krugnicu k,, a to znaél a) da
su tangentne kruZnice 1. vrste okomite na spojnicu diraliSta sa
sredi$tem kruZnice; h) a’osoluta k i kru¥nica k, odreduju na zajed-
nitkoj polari s istu eliptitnu involuciju parova konjugiranih po-
lova, imaju dakle na toj polari s zajednitke imaginarne totke I,
i I,; ¢) u todki S imaju apsoluta k i krufnica k, zajednitku ehphcnu
mvoluclju parova konjugiranih polara. Dvostruke imaginarne zrake
te involucije su zajednitke tangente apsolute k i kruZnice k; u
toékama I, i I, na zajedni¥koj polari s.

Kruzmca 1 vrste, projektivno shvacena, predstavlja komku
koja dodiruje apsolutu k u dvije imaginarne totke.

73. — Po volji totki B na zajednitkoj polari s apsolute k i
kruznice k, pripada s obzirom na te konike jedna te ista polara
b, zato osnovni pomak (Bb) prevodi apsolutu k i kruZnicu k, u
sebe, tek tolke na pravcima kroz totku B zamjenjuju pri tome
svoja mjesta. Iz toga slijedi, da je kruZnica 1. vrste simetri¢na
krivulja s obzirom na svaki dijametar.

U hiperboli¢noj ravnini ima kru#mica 1. vrste neka svojstva,
koja su analogna svojstvima kruZnice euklidske geometrije.

74. — Napomen a. Postupimo li prema zadatku u to¢ki 70.,
ali s tom razlikom, da nam totka A predstavlja nepravu tqéku,
dobit éemo uz istu konstrukeciju geometrijsko mjesto totaka u pro-
jektivnoj ravnini, koje su uz hiperbolitnu metriku sve jednako
udaljene od prave totke S, samo je sada duljina SA odredena kom=
pleksnim mjernith brejem. Tako - odredeno geometrusko mijéesto
totaka zove se neprava kruZniea 1. vrste.

Sve prave i neprave kruZnice 1. vrste skupa sa apsolutom;
projektivno shvaéene odreduju pramen konika, koje imaju u togki
S zajednitku elip. involuciju parova. konjugiranih polara, a na
zajednitkoj polari s imaju zajedni¥ku elip. involuciju parova konju-
giranih polova (sl. 17.). Sve konike tog pramena dodiruju se u
dvjema. imaginarnim totkama na za]edmck()] polari s, u imagi-
narnim dvostrukim  totkama zajedniCke elip. involucije parova
konjugiranih polova.

Ako kojugod od ovih konlka odaberemo za apsolutu {mda u
hiperboli¢noj geometriji, koja je odredena ‘tom apsolutom, sve
ostale konike tog pramena, predstavl]aju sve prave i neprave kru-
Znice 1. vrste sa sredi$tem u tocki S.

- Kruznica 2. vrste. Defll’llClja Geometrijsko mjesto tofaka na
pravcxma pramena 2. vrste, koje su korespondentne sa po volp za-
danom totkom A, zove se kruZnica 2. vrste. :
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75, — Zadatak. Konstruiraj kruZnicu k, 2. vrste, ako je
zadana os s pmmena 2. vrste i po volji tocka A te kruZnice,
(slike 18.).

Rjesenje: Prema toéki 66. treba odrediti s totkom A
korespondentne to¢ke na svim pravcima pramena 2. vrste sa osi
s, koji se u tome sludaju zovu radijvektori kruZnice 2. vrste. Kore-
spondentne totke D i D’ na svakom praveu iz zadanog pramena
odreduju dvije totke, koje éemo zvati dijametralnim tockama kru-
¥nice k, 2. vrste. Na taj na¢in moZemo odrediti po volji mnogo
parova dljametralmh tocaka trafene kruZnice 2. vrste, dakle je
time njena konstrukcija potpuno odredena.

76. — Analizom te konstrukcije dolazimo do analogmh zaklju-
taka kao kod analize konstrukcije kruZnice 1. vrste.

Sl 18

Konstrukcija kruznice 2. vrste p-reds*tavlja centralnu koline-
aciju (S+s), koja apsolutu k preslikava u traZenu kruZnicu k,
2. vrste.

. 77, — Postupajuéi na isti nadin, kao kod istrazivanja svojstava
Kruinice 1. vrste (isporedi) totke 72, 73.), dodli blsmo do ovih
émJemca
~a) kruZnica 2. vrste je komka koja apsolutu k dodiruje u
dvije realne todke, u presjecistima R, i R, polare s sa apsolutom k;
b) tangente u dijametralnim toékama kru¥nice 2. vrste okomite
su radijvektor koji prolaz1 tim totkama; c) kruzmca 2. vrste sime-
tritna je krivulja s obzirom na os s pramena pravaca 2. vrste i s
obzmrom na svaki radijvektor; d) iz toga slijedi, da je svaka to¢ka
kruzmce 2. vrste jednako udaljena od osi s zadanog pramena pra-
vaca. Pravac s zove se os kruZnice 2. vrste, a sama kruZnica pred-
_stavlja geometrljsko mjesto totaka, koje su jednako udaljene od
osi s. KruZnica 2. vrste pfredstavlja ekvidistantu osi s.

8. — Ako s»popmo po volji dv1]e tofke A i B na kruinici
2. vrste, ko;e su na suprotnim stranama osi s, totka C u kojoj os
s sijeCe tu spojnicu, raspolavlja duzinu AB.

. Dokaz: Odredimo totke D= SAXs i E=SBXs, (S je pol osi
8). Pravokutm trokuti ADC i BEC su sukladni po III. pouéku dakle
su hipotenuze AC i BC jednake. .



84 Lav Rajéié, Zagreb,

7. — Neka je a==N;N, po volji radijvektor kruZnice k,
2. vrste, na kojem leZe dijametralne totke D i D’. Prema hlper-
bolitnoj metrici projektivne ravnine duzine su SD i D’S jednake,
samo je njihov mjerni broj kompleksan. Neprava toc¢ka S, pol osi
s, predstavlja dakle sredifte kruZnice 2. vrste.

80. — Napomena. Postupimo li prema zadatku u tolck1 75.,
ali s tom razlikom, da nam to¢ka A predstavlja nepravu tocku,
dobit ¢emo nepravu kruZnicu 2. vrste. Razlikujemo dva sluéaja:
a) Ako radijvektor SA sijete apsolutu k, onda se neprava kru-
Znica 2. vrste konstruira na isti nagin kao i prava kruZnica 2. vrste;
b) Ako radijvektor SA ne sijete apsolutu k, onda su svi radij-
vektori nepravi pravei. S totkom A korespondentne tofke na njima,
t. j. toéke neprave kruZnice 2. vrste, odredit éemo na naéin kako
je to pokazano u toéki 66.b). Sve prave i neprave kruZnice 2. vrste
skupa sa apsolutom, projektivno shvaéene, odreduju pramen ko-
nika, koje dodiruju apsolutu k u realnim totkama R, i R,, t. j.
u toékama kXs. U taj pramen spadaju i dvije degenerlrane konike:
jednu od njih predstavlja dvostruko uzeta os s, a drugu obje tan-
gente SR, i SR, apsolute k, koje prolaze kroz toéku S. Zato se
u hiperboli¢noj ravnini svaki pravac moZe shvatiti kao kruZnicu
2. vrste, kao ekvidistantu koja je pokrila svoju os, koja se u tome
sludaju zove nul-linija. :

KruZnica 3. vrste. Definicija: Geometrijsko mjesto to¢aka na
praveima pramena 3. vrste, koje su korespondentne s po volji
zadanom totkom A, zove se kruZnica 3. vrste.

81. — Zadatak. Konstruiraj krufnicu 3. vrste, ako je zadan
pramen 3. vrste sa dvije paralele a—SM, i b— SN, i po wvolji
neka to¢ka A te kruinice (sl. 19.).

Rjefenje: Prema totki 67. moramo odrediti sa totkom A
korespondentne totke D na svima pravcima zadanog pramena 3.
vrste, koji se u tome sludaju zovu radijvektori zadane kruZnice.
Tako dolazimo do po volji mnogo totaka traZene kruZnice 3. vrste,
dakle je njena konstrukcija na taj naéin potpuno odredena.

82. — Analizom te konstrukcije izlazi, da ona predstavlja cen-
tralnu kolineaciju (S-s), kojoj je centar totka S, a os tangenta s
apsolute k u totki S. Centralna kolineacija (S+s) preslikava apso-
lutu k u traZenu kruZnicu k, 3. vrste. Zato je kruznica k, 3. vrste
konika, koja u diralistu S sa apsolutom k ima 4 zajednitke tocke.
Ta totka S predstavlja sredifte kruznice k,, radi toga se kruZnica
3. vrste zove jo§ graniféna kruznica.

Postupajuéi na analogan naéin kao u tofkama 72. i 73., doka-
zali bismo ova svojstva graniéne kruZnice ili kruZnice 3. vrste: a)
‘KruZnica 3. vrste je konika, koja ima s apsolutom &etverostruko
diralidte; b) tangente u tofkama kruZnice 3. vrste su okomite na
radijvektore koji prolaze kroz diraliSte; ¢) kruZnica 3. vrste sime-
tritna je obzirom na svaki radijvektor; d) jednakim - tetivama
odgovaraju na kruZnici 3. vrste jednaki lukovi.
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83. — Kru¥nice 3. vrste medu sobom su sukladne. Dokaz: Neka
su totke M i M’ sredidta dviju po volji kruZnica 3. vrste, oznatimo
ih sa k; i kg’ (sl. 20.). Oznatimosa A i A’ totke u kojima pravac
u,__MM’ 91]ece granitne kruZnice k, i kg, t. j. A=aXky, A=
= aXk;’. Odredimo li simetralu-p duZine AA’ i pol P te simetrale,
onda OSnovni pomak (Pp) prevodi totku M u tocku M’, a tocku A
u todku A’, a to znadi, da kruznica k, prelazi u k,’, jer su te kru-
#nice totkama M i A, odnosno M’ i A’ jednoznaéno odredene.

Napomena. Kada bi totka A predstavljala nepravu totku u
projektivnej ravnini, dOblh bi uz istu konstrukcuu (1spored1 toéku
72.) nepravu kruZnicu 3! vrste,

Sve prave i neprave kruznlce 3. vrste sa zajedni¢kim sredi-
ftem S predstavljaju pramen konika, kO]e imaju sa opsclutom
éetverostruko diraliste.

Veza izmedu hiperboliéne i euklidske metrike '

- 84. — Promatrajmo u projektivnoj ravnini apsolutu k i pramen
koncentri¢nih kruZnica 1. vrste oko sredista S (sl. 17.). U tocki T4:
opisali smo projektivna svojstva tako odredenog pramena konika:
Sve konike tog pramena imaju s obzirom na srediste S zajednidku
polaru s, na kojoj se nalazi zajedni¢ka elip. involucija parova ko-
njugiranih polova svih konika tog pramena. Te konike iz oblika
elipse preko oblika parabole i hiperbole priljubljuju se sve vise
polari s. Polara s predstavlja, dvostruko uzeta, degeneriranu ko-
niku tog pramena. Ako bilo koju koniku iz tog pramena odabe-
remo za apsolutu, pokazali smo, da sve ostale konike iz tog pra-
mena predstavljaju obzirom na odabranu apsolutu opet kruZnice
1. vrste sa srediftem u to¢ki S.

Povucimo to¢kom S dva medu sobom okomita pravca e = M; M,
i b=N,N, (sl. 17). Polovi A i B pravaca a i b s obzirom na
apsolutu k i sve koncentri¢ne kruznice 1. vrste leZe na polari s,
t j. A=bXs i B—=aXs. Neprava totka A odreduje pramen
pravaca 2. vrste, kojima je pravac a zajedniéka okomica ili os
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pramena. Isto tako i neprava totka B odreduje pramen pravaca
2. “vrste, kOJemu predstavl]a pravac b zajednitku okomicu 111 os
pramena. e

Odaberemo i za apsolutu sto vecu koniku iz tog pramena,
podrué]e pravih tocaka u projektivnoj ravnini sve je vete, a po-
druéJe nepravih totaka sve je manje. Ako odaberemo za apsolutu
koniku k, koja se je veé dovoljno priljubila uz polaru s, onda se
je podruéje pravih tofaka prodirilo skoro na cijelu prc}]ektwnu
ravninu, a neprave tofke nalaze se izvan apsolute u uskoj pruzi
oko polare s. ’ _

Predimo sada na promatranje grani¢nog sluc¢aja, kada ¢emo
za apsolutu odabrati degeneriranu koniku iz tog pramena, dvo-
struko prekrivenu polaru s. Podru¢je pravih to¢aka prosirilo se na
cijelu projektivnu ravninu, a sve su neprave totke pale na polaru
s. Geometrijsko mjesto beskonainih toCaka predstavlja polara s,
jer ona — dvostruko uzeta — predstavlja apsolutu k.

Svaki pravac p projektivne ravnine ima u tome slu¢aju samo
jednu beskonadnu tot¢ku pXs, a parovi konjugiranih polova na
svakom pravcu p é&ine paraboliénu involuciju (jer su sve neprave
totke pravca p pale na beskonainu totku pXs). Ispitat ¢emo sada
u kojem se odnosu nalaze prije spomenuti prameni 2. vrste sa
osima e=MM, i b=N;N,, a |l b. Totke M, i M, pale su u
jedinu beskonacnu totku pravca a, t. j. u todku B__ aXs; a totke
N, i N, pale su u jedinu beskona¢nu to¢ku pravca b, t. j. u to¢ku
A:bXs. Kod toga su svi polovi pravaca pramena 2, vrste sa
osi a pali u beskonadnu totku B=—aXs, a svi-polovi pravaca pra-
mena 2. vrste sa osi b u beskonadnu toéku A=—"bXs. Iz toga
slijedi, da je svaki pravac iz prvog pramena okomit na svakom
praveu iz drugog pramena, oni dakle dijele ravninu na éetverokute
sa &etiri prava kuta, sa defektom 6 =0, a to svojstvo pripada samo
tetverokutima euklidske metrike. Vidimo, da smo na taj natin
uveli u projektivhu geometriju euklidsku metriku, dobwamo tako
prOJektlvnu interpretaciju eukhdske geometrije. '

85. — Promatramo i specijalan slu¢aj, kada nam apsolutu k
predstavlja euklidska kruZnica u projektivnoj ravnini, a totka S
njeno sredis$te, onda sve kruznice 1. vrste s obzirom na tu apsolutu
predstavljaju obitne koncentriéne kruZnice sa srediStem u toc¢ki S.
Zajednitka polara s svih tih- kruZnica obzirom na totku S pred-
stavlja beskonaéno daleki pravac, na kojem se nalazi elip. involucija
parova konjugiranih polova svih kruZnica, a dvostruke tofke te
involucije. predstavljaju apsolutne kruzne totke. (Isporedi totku 4.).

‘Iz toga zakljudujemo: Ako odaberemo za apsolutu k besko-
na¢tno daleki pravac — dvostruko uzet — sa apsolutnim kruZnim
tofkama na njemu, uvedena metrika primjenjena na tako odabranu
apsolutu, odreduje euklidsku geometriju.
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Poznato je, da je veé¢ godine 1853. matemati¢ar -Laguerre u
18 -godini svog z1vota odredlo na pro;ektwan na¥n - mjerni bmJ

kuta u obliku ® _——ln (m, my a b), gdje su a { b krakovi kuta @, a

m, i m, mlmmalm praveci, k011 prolaze kroz vrh V tog kuta,
kop zapravo predstavljaju tangente sputene iz vrha V na dege-
periranu apsolutu, na beskonatno daleki pravac.s apsolutnim kru-
Znim totkama na n]emu Prema tome je mjerni broj tog kuta
odreden na jednak nadin ‘kao mjerni bro_1 kuta. u hlperbohénog

geometriji.
Dakako da mladi Laugerre m]e blO svxg-estan dalekoseznostl
formule ¢ = ! In (m, m,ab). Tek je matematidar F. Klein 20 go-

dma kasnije prvi uvidio i pokazao, da je tom formulom odreden
na projektivan naéin m]erm broj kuta u vezi sa apsolutom eukhd—
ske geometrije.

Dodatak. Upoznavél i s te strane euklidsku metrlku mo-
#emo vetini konstrukeija i likova u hiperboliénoj ravmm naél ade-
kvatne kons‘frukm]e i likove u euklidskoj ravnini.

Tako, na primjer, kru#nici 1. vrste u hiperboli¢noj ravnini
odgovara kruZnica u . euklidskoj ravnini. Kruznici 2. vrste ili ekvi-
distanti u hiperboli¢noj ravnini odgovaraju u euklidskoj ravnini dva
paralelna pravca, koji su ekvidistantni od zadanog pravca — zadane
osi. KruZnici 3. vrste odgovaraju na isti na¢in dva paralelna praveca: .
jedan pravac u konaénosti i drugi u beskona¢nosti.

Rotacije u hiperboliénoj ravnini

86. — Neka su'u hmerbohéno; ravnini zadane dv1]e ]ednake
duZine AB i A’B’, koje se ne mogu prevesti osnovnim pomakom
‘jedna u drugu. Odredimo simetrale s, i s, du?ina AA’ i BB, a
njihovo sjecidte oznadimo sa S. Pri tome mogu nastupiti Cetiri slu-
taja, simetrale s, i s, mogu se sjefi u pravoj, u nepravoj ii u
‘beskonaénoj tocki, ili- pada]u zajedno.

a) Ako je tolka S=s,Xs, prava tocka onda se oko totke S
moZe opisati kruznica ‘k; 1. vrste kroz to¢ke 4 i A4’, i koncentri¢na
kruZnica k,” kroz totke B i B’. Zato moZemo duZinu AB rotacijom
za kut ASA’ oko totke S pomaknuti u poloZaj A’B’.

Budué¢i da je ravnina odredena sa tri toéke, izvedena rotacija
pomakla je sve to¥ke hiperbolitne ravnine po koncentriénim kru-
ynicama oko totke S za jednak kut rotacije ASA’, jedino je totka
S pri tome ostala na miru. Takovo se gibanje u hiperboliénoj rav-
nini zove rotacija 1. vrste, a totka S srediSte te rotacije.

b) Ako se simetrale s, i s, sijeku u nepravoj totki S, tada
polara s totke S predstavlja zajednitku okomicu ili os simetrala
s, i s,. Kroz totke A i A’ mozemo opisati krufnicu k, 2. vrste
s osi s, isto tako i kroz totke B i B’ moZemo opisati kruznicu k,’
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2. vrste sa istom osi s. Uzmemo li u obzir da je hiperboli¢na metrika
definirana u cijeloj projektivnoj ravnini, onda s obzirom na tu
metriku moZemo shvatiti kruznice k2 i k,” kao koncentritne kru-
¥nice oko sredista S. DuZinu AB moZemo pomaknutu rotachom oko
totke S u duzinu A’B'.

~ Gibanje u hiperboli¢noj ravnini, kod kejeg sve tocke putuju
po kruZnicama 2. vrste sa zajedni¢kom osi, koja ostaje kao cjelina
na miru, zove se rotacija 2. vrste. Na zajedni¢koj osi ostaju samo
beskonaéne totke na miru, sve ostale tofke te osi mijenjaju mjesto.
Pravci koji su okomiti na zajedni¢ku os, prelaze kod tog gibanja
opet u ckomice te zajedni€ke “osi.

¢) Ako se simetrale s, i s, sijeku u beskona¢noj tocki S, onda
se kroz totke A i B, odnosno kroz totke A’ i B’ mogu poloZiti
dvije kruznice k, i k;' 3. vrste sa zajednitkim srediftem u tocki S.
Zato se duZina AB moze oko totke S pomaknuti u poloZaj A'B’,
pri éemu totke A i B opisuju kruZnice 3. vrste. ;

Gibanje u hiperboliénoj ravnini, kod kojeg sve totke putuju
po koncentriénim kruZnicama 3. vrste sa sredi$tem u tocki S, a
pravei pramena.-3. vrste sa vrhom u totki S prelaze u pravce istog
pramena, zove se rotacija 3. vrste. o

d) U slutaju da simetrale s, i s, duzina AB i A’'B’ padnu
zajedno, t. j. s; = s,, onda je sredifte S rotacije odredeno totkom
ABXA’'B’.

Na temelju svega toga moZemo reti: Rotacua 1. vrste ostavlja
na miru samo jednu totku hiperboliéne ravnine. Rotacija 2. vrste
ne ostavlja na miru nijednu to¢ku hiperboli¢ne ravnine, ali ostavlja
na miru dvije beskonadne totke. Rotacija 3. vrste ne ostavlja na
miru nijednu tofku u hiperboli¢noj ravnini, -ali ostavija na miru
jednu beskonaténu totku.

Napomena. Rotaciji 1. vrste u hiperboli¢noj ravnini odgovara -
u euklidskoj ravnini rotacija oko kona¢ne tocke. Rotaciji 2. vrste
v hiperboliénoj ravnini odgovara u euklidskoj ravnini translacija
koja je paralelna sa zadanim pravcéem. Rotam]l 3. vrste u hiperbo-
li¢noj ravnini odgovara u euklidskoj ravnihi translacija, koja je
ckomita na zadani pravac (translacija u euklidskoj Tavnini pred-
stavlja zapravo rotaciju oko beskonatne tofke, koja je odredena
okomicom na pravac translacije). ’

87. — Zadatak. Odredi geometrijsko mjesto pravaca, koji
sa zadanim ‘pmvcem p =DM,M, odreduju jednaki kut a (slika 21.).

RjeSenje: Neka po volji pravac q=—N;N, odreduje sa
zadanim pravcem p=— MM, kut a i neka je qu—R Odredimo
pol P pravca p i pol @ pravca g. Odredimo zatim nepravu kru-
¥nicu k, 2. vrste sa sredidtem u totki P, a koja je odredena tan-
gentom q Os te kruinice k2 je pravac p, zato ta kruZnica dodiruje
apsolutu k u tolkama M, i M,. Dirali§te D tangente g sa kruZnicom
k, je tolka D=q><PQ.
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- Zarotirajmo kut a sa vrhom u totki R cko tocke P. Krak p
tog kuta pomide se po pravcu p, jer je pravac p kruinica druge
vrste sa srediftem u totki P, t. j. nullinija. Kod te rotacije tan-
genta q prelazi opet u tangentu kruznice k,. Iz toga slijedi: Tan-
gente kruznice 2. vrste odreduju geometrijsko mjesto pravaca, koji -
zatvaraju sa osi te kruZnice jednaki kut.

Trokutu opisane kruznice

88. — U zadanom trokutu ABC hiperboli¢ne ravnine spojnica
polovi§ta D i E stranica BC i AC predstavlja srednjicu DE, koja.
le%i nasuprot stranici AB. Spustimo iz to¢aka A, B i C okomice na
srednjicu DE, oznadimo noZiita sa A;, B, i C,. Prema III. pougku
su pravokutni trokuti EA A i EC,C, zatim DB,B i DC,C sukladni,
zato su udaljenosti toaka A, B i C od srednjice DE medu sobom.
jednake, t. j. AA;—BB,=CC,. Totke A, B i C leZe zato na
ekvidistanti, kojoj je os srednjica DE. Budué¢i da je stranica AB
tetiva te ekvidistante, t. j. kruZnice 2 .vrste, simetrala s te stranice
predstavlja radijvektor te kruZnice, koji je okomit na srednjicu
DE. Time smo dokazali dva poulka: a) Simetrala stranice okomita
je na srednjicu nasuprot toj stranici; b) Kroz vrhove svakog trokuta.
ABC prolaze tri KruZnice 2. vrste.

SLo21 o S22

89. — Iz gornjeg slijedi dalje, da se svaka stranica trokuta i
srednjica nasuprot njoj sijeku u polu simetrale te stranice s obzi-
rom na apsolutu, (jer je ta simetrala okomita na tu srednjicu).
eriaéimo sa s;, s, 1s simetrale stranica a, b i ¢ trokuta ABC,.
koje prolaze kroz polovista D, E i F tih stranica, a njihove polove
sa S, S, i8S, (sl 22.). Prema tofki 42., uzevsi u obzir da osnovni
pomak predstavlja centralnu involutornu kolineaciju, slijedi
(S,DBC)=—1, (S,EAC)=—I, (S,FBA)=——L To dokazuje,
da se totke S, S, i S nalaze na jednom nepravom praveu s. Iz.
toga dalje slijedi, da simetrale s_, s, 1 s, prolaze sve kroz jednu.

pravu totku S, koja je jednako udaljena od vrhova trokuta ABC.
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3] sluéaju da nepravi pravac s tangira apsolutu k; onda sime-
"tral'e s,, 8, i's, prolaze tim diraliStem. Iz svega mga slijedi:

. Knoz vrhove trokuta u hlperbohénOJ ravnini prolazi uvijek
Jedna kru¥nica 1. ili-3. vrste sa srediftem u zajedni¢kom sjeci§tu
) simetrala stranica tog trokuta.

Buduéi da znamo konstruirati simetrale stramca moZemo kon—
struirati srediste, dakle i samu kfruznbcu 1 ili 3. vrste, koja prolazi
kroz vrhove trokuta.

90. — Na temelju svega toga zaklju-(:memo

U therbolzéno; ravnini mogu se kroz vrhove trokuta opisati
Cetiri k'ruzmce od kojih je jedna 1. zlz 3. 'v'rste a ostale tri su
kruznice 2. vrste. ; ,

-Vrhovi trokuta A, B i C odreduju na pravcima a, bic tri

—— ey —

para orijentiranih duZina: AB iBA BCiCB, CA AC dakle i
tri para pripadnih simetrala:

s, i8,, s, is,, s is, (to¥ka 42),

a

Po tri od tih simetrala sijeku se u sredi$tima kruZnica, koje se
mogu opisati kroz vrhove trokuta. To su sredista

S=s,8,38,, S =35,83, Ss=s,s,8, i S3g=3,3,3,.

Dakako, da to¢ke S,, S, i S, predstavljaju polove srednjica EF, DF
i DE zadanog trokuta.

Napomena. U euklidskoj ravnini imamo ovaj analogon: Oko
trokuta ABC moze se opisati kroz vrhove trokuta kruZnica i tri
para ekvidistantnih pravaca s obzirom na srednjice.

Trokutu upisane kruinice

91. — Oznatimo sa a, b i ¢ tri pravea, koji svojim presjeci-
$tima odreduju trokut ABC. Konstruirati treba sve kruZnice, koji
dodiruju pravee a, b i c. Postupajuéi na isti nadin kao u euklid-
skoj geometriji, dokazali bismo, da se po tri simetrale vrinih kutova
pravaca a, b i ¢ sijeku u jednoj to¢ki. Dobivamo tako ukupno &etiri
totke, koje predstavljaju sredifta traZenih kruZnica. Ako iz tih
srediSta spustimo okomice na pravce a, b i ¢, dobivamo diralista
tih kruZnica s pravcima a, b i ¢. Sada moZemo te kruZnice kon-
struxran jer poznamo njihova sredista i totke kroz koje one prolaze.

Simetrale nutarnjih kutova trokuta sijeku se uvijek u pravoj
toCki, u srediS§tu kruZnice 1. vrste. Po tri ostale sz'metrale stjeku
seu sredtstmma kruznica 1., 2. ili 3. vrste. ;

Kako " vidimo, ovdje imamo potpunu analogiju sa upisanim
kfuZnicama trokuta euklidske ravnine.
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© Sjecidte’ vmna

.92, — Pouca k: Visine ‘trokuta ABC u therbolzénoy ravnint
vnpada]u pramenu pravaca 1., 2. ili 3. vrste..

Dokaz: Visine trokuta ABC dobit éemo tako, da vrhove A
B i1 'C spojimo s polovima nasuprotnih stranica a, b i ¢ s obzirom
na apsolutu a te spojnice, kako znademo, 51]eku se samo u jednoj
toeki®). -

93. — Pouéak: NoZista visina u svim trokutzma therbo—
lifne ravnine su prave tocke,

Dokaz: Kada bi, na primjer, noziste A’ visine v, na stranici
BC trokuta ABC bila neprava totka, onda b1 i v1sina v, bila ne-
pravx pravac, a to je ne:moguce

Jednakost trokuta ]ednakost mnogokuta

94 — Dokazat ¢éemo slijedeéi poudak:’

Trokuti u hiperboli¥noj ravnini, ‘koji imaju yednaku povrinu,
imaju jednak defekt. Vrijedi i obrat:

Trokuti u hiperboliénoj ravnini, kofi imaju jednak defekt,
imaju jednaku povrdinu. Dokaz: ‘

 a) Promatrajmo trokut ABC. Opisimo oko n]ega kruznicu 2.

vrste ili ekvidistantu k, njegove .srednjice DE nasuprot stranici
AC. Spustimo iz vrhova A, B i C okomice na srednjicu DE, ozna-
&éimo nozista sa A’, B’ i C. Buduéi da se totke A’, B’ i C’ nalaze
na ekvidistanti srednjice DE, duZine AA’, BB’ i CC’ su jednake,
a pravokutni trokuti BB’D i CC’D, zatim BB’E 1 AA’E su sukladni.
Zato je povrSina trokuta ABC jednaka povriini -&etverokuta
AA’CC (jer su sastavljeni od sukladnih dijelova). Isto je tako defekt
trokuta ABC jednak defektu cetverokuta AACC.

Uzmimo po volji totku B” na ekvidistanti k, s iste strane
srednjice DE na kojoj se nalazi totka B, Na isti nadin kao prije
mo¢emo dokazati, da je povr¥ina trokuta AB”C jednaka povrsini
Zetverokuta AA’C’C i da ima s njime jednak defekt. Iz toga slijedi,
da su trokuti ABC i AB”C jednaki i da imaju jednak defekt.

Na temelju toga moZemo svaki trokut ABC pretvoriti u trokut
AB”C sa istom povr§inom i jednakim defekbom a da s‘cramca AB"”
bude veta od stranice AB.

b) Uzmimo dva trokuta ABC i A”B”C” koji imaju jednaku
povrinu, neka je, na primjer stranica AB manja od stranice A”B”
{tako je provedeno oznafivanje). Pretvorimo prema a) trokut ABC
u jednak trokut AB"’C, tako da bude AB” — A”B”. PoloZimo tro-
kut AB”C na trokut A”B"”C”, tako da stranica.AB” padne na stra-
nicu A”B”, a da se pri tome djelomi¢no pokrivaju. Oko trokuta

*) Isporedi Jorue] Vorlesungen iiber pro;ektlve Geometrle, Berlin
1934, str. 15.
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A’B”C” opis§imo ekvidistantu k, srednjice E'F’. Kada vrh C trokuta
AB”C nebi leZao na ekvidistanti k,, onda bi stranica AC sjekla
tu ekvidistantu u to¢ki C’ (sl. 23.). Tada bi trokut A”B”C’ imao
prema a) istu povrdinu kao i trokut A”B”C”, dakle istu povrému
kao i trokut AB’'C, a to je samo tako moguée da bude C' = C. Iz
toga slijedi prema a), da trokuti ABC i A”B"C” koji imaju jednak
defekt. ,

¢) Uzmimo sada dva trokuta ABC i A”B”C” koji imaju jednak
defekt, dokazat éemo da ti trokuti imaju jednaku povriinu.

Ako nemaju jednakih stranica, neka su ti trokuti tako obilje-
7eni da bude stranica AB manja od stranice A”B”. Pretvorit ¢emo
sada trokut ABC u trokut AB’'C, tako da bude AB” — A”B”.. Po-
lozimo trokut AB”C na trokut A”B”C” tako, da stranica AB” padne
pa stranicu A”B”, a da se pri tome djelomi¢no pokrivaju. Odre-
dimo srednjice EF i E”F” trokuta AB”C i A”B”C”, a oznatimo
sa A, i A,, sa B, i B, ortogonalne projekcije tofaka A” i B” na
<redn11cu EF i E"F”. Cetverokuh A’B”AB, i A’B”A,B, imaju
jednak defekt. Budu¢i da je simetrala za]edméke stranice A ’B” tro-
kuta A”B"C” i AB"”C okomita i na srednjicu EF i na srednjicu
E” F”, srednjice se EF i E”F” ne sijeku u pravoj to¢ki. Buduéi da
tetverokuti A”B”A,B, i A”B”A,B, leZe simetriéno prema simetrali
stranice A”B’”, radi jednakosti defekta oni imaju jednake kutove,
a to znaéi da su ti éetverokuti sukladni. Iz toga dalje slijedi, da
trokuti A”B”C” i AB”C imaju jednaku povriinu, kako smo Zeljeli
dokazati.

Iz svega toga zakljutujemo, da je povrSina trokuta proporcio-
nalna sa njegovim defektom.

95. — Ako se zadani mnogokut rastavi bilo kako na trokute;
onda se mo¥e pokazati, da je suma defekata djelnih trokuta jed-
naka defektu mnogokuta. Iz toga slijedi: Mnogokuti jednakih po-
vr$ina imaju jednak defekt. Vrijedi i obrat: Mnogokuti jednakih
defekata imaju jednake povriine. ’

Povriina mnogokuta proporcionalna je s njegovim defektom.

Asimptotski trokuti

96. — U hiperboli¢noj ravnini postoji jo§ jedna vrsta trokuta
kojima nema analognih u euklidskoj ravninij.

Trokut, komu padne jedan vrh u beskona¢nu to¢ku, ima dvije
- paralelne stranice, zove se jednostruko asimptotski trokut.

Trokut, komu padnu dva vrha u beskonalne tocke, ima dva
para paralelnih stranica, zove se dvostruko simptotski trokut.

Trokut, komu su svi vrhovi pali u beskonaéne tolke, zove
se trostruko simptotski trokut.

97. — Poutak: Svi su trostruko asimptotski trokuti medu
sobom sukladni.
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‘Dokaz: Neka su zadani trostruki trokuti N,N, N,iN/N,/N,
Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac N ’N2 u pravac N N
prevodi totku N, u totku N,”. Osnovni pomak (P’p’), koji prevod1
totku N,” u toéku N, a pravac N,N, ostavlja na miru, dovodi do
pokrivanja tih trokuta.

N, | A,
% &ves e :‘ .
L AL A AL NP

Si ‘

Sl 23 /‘/
AI“ / "“4

¥,
Sl 24
98. — Poucak: Asimptotski trokuti imaju konaénu povrsinu.

Dokaz*: a) Promatrajmo najprije jednostruko asimptotski
trokut ABN sa kutovima a<%, ﬁ>% (sl. 24)).

Odredimo najprije okomicu na stranicu AB, koja prolazi to¢-
kom N, neka to bude pravac p == NN’, oznaéimo sa P njegov pol

's obzirom na apsolutu k. Odredimo sada mreZu trokuta, odredivii
njihove vrhove kako slijedi:

A;=BN X AN, A;=BN’X AN, Ag= ByN"X 4N,
B, = A,PX BN, By=A4,P X BN, B;=APX BN, .
C =A4P X 4N, D = AP X A3\,

Ci=A4PXCN, Dy =APXDN, ...............
Cy = 4P X CN, Dy= 4,P X DN,

C3 = 43P X CN, Dg== 43P X DN,

Oznatimo jo§ sa A’, A,’, A,’, ortogonalne projekcije tolaka
A AL AL na pravac p.

*) Isporedi: Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, I1. izdanje, str, 53.
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Tom smo podjelom dobili unutar jednostruko asimptotskog
trokuta A4,B,N i unutar ¢etverokuta A’A,’B,B beskonatno mnogo
trokuta, ali se ti trokuti mogu tako pridruZiti, da svakom ‘tro-
kutu unutar jednostruko asimptotskog trokuta A,B,N odgovara
jednoznaéno sukladan trokut unutar &etverokuta A’ »’B,B. Tako
metodom ekshaustije zakljuéujemo, da je jednostruko asunptotskl
trokut A,B,N jednak &etverokutu A’A,’B,B, iz toga dalje slijedi,
da je jednostruko asimptotski trokut ABN eksaustijski jednak &e-
tverokutu AA’A)A,; i.zato kazemo da ima jednaku povriinu kao
Cetverokut AA’AA,.

Na slici 24. su pndruzem sukladni trokuti unutar jednostruko-
asimptotskog trokuta A,B,N i unutar etverokuta A’A,)’B,B ozna-
¢eni istim brojevima. Da doskaiemo, da su na primjer tro-kuti ozna-
¢eni sa 1, dakle trokuti A,B,A, i BB,C sukladni, zakljutit éemo
ovako: A,A;’ je simetrala kuta N’A,N (jednaki kutovi paralelnosti
N’'A,Ay i AyA,N s obzirom na pravac p), zato trokut A,B,A, le#i
s obzirom na pravac A,A,’ simetri¢no s trokutom A,B,B,, a taj
lezi simetri¢no sa trokutom B,BC s obzirom na pravac A, A’,. Na
isti bismo naéin mogli dokazati, da su sukladni i ostali trokuti,
koji su oznaceni jednakim brojevima i t. d.

Defekt jednostruko asimptotskog tirokuta ABN jednak je de-

fektu Eetverokuta AA’A,’A,, koji s njim ima ekshaustijski jednaku
povrsinu (jer su kutovi ABN i AA,A,’ jednaki).

b) Od svakog se jednostruko-, dvostruko-, odnosno trostruko-
asimptotskog trokuta mozZe otcijepiti jedan, dva odnosno tri jedno-
- struko-asimptotska - trokuta sa jednim S$iljastim i jednim tupim
kutom, tako da od jednostruko asimptotskog trokuta ostaje detve-
rokut, od dvostruko asimptetskog trokuta ostaje peterckut, a od
trostruko asimptotskog 3esterokut. Buduéi da odrezani jednostruko
ammptotsk1 trokutl imaju konaénu povr$inu prema a), imaju zato
konatnu povr§1nu i dvostruko odnosno trostruko mmptotskl trokuti.

99. — Poudak: Aszmpbotskz trokuti jednakih povrsina imaju
jednak defekt. Vrijedi i obrat: Asimptotski trokuti ;ednaklh defe-
kata imaju jednaku povrfinu.

Dokaz: Za trostruko asimptotske trokute to je eévidentno.

a) Neka su zadani dva jednaka jednostruko asimptotska tro-
kuta ABN i A’B’N’, dokazat éemo da su im defekti jednaki.

Polozimo trokut A’B’N’ na trokut ABN, da stranice N’A’ i
N'B’ padnu na stranice NA i NB. Ako pri tome stranica A’B’ ne
padne na stranicu AB, onda se stranice AB i A’B’ sijeku u to¢ki C
Iz jednakosti trokuta ABN i A’B’N’ slijedi, da su trokuti AA'C i
BB'C jednaki, dakle imadu jednaki defekt, t. j. w— (" + (n — a) -+

+y]l=a—[f+ (n—ﬂ)+y] ili a4 f=e 4§ Iz toga s]1]ed1
da su defekti trokuta ABN i A’B’N’ jednaki.
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Ako zadani jednostruko asimptotski trokuti ABN i A’B’N’ ima-
du jednak defekt, dokazat éemo, da imadu jednaku povriinu na
slijedeéi naéin: PoloZimo opet trokut A’B’N’ na trokut ABN kako
smo ranije postupili. Nastupiti mogu dva-sluéaja: ili se stranice
AB i A’B’ ne sijeku, ili se one sijeku.

Ako se stranice AB i A’B’ ne sijeku nego se trokut ABN na-
lazi unutar trokuta A’B’N’, onda &etverokut AA’BB’ ima defekt
i —~[a+@—a)+m—F)+ ]l =a -+ ﬁ’-——a+ﬂ“'"0 a to je
nemoguée, dakle prvi sludaj otpada. - —

‘ Ako se stranice AB i A’B’ sijeku u tocki C, onda defekti
trokuta AA'C i BB'C glase §,=a—[e+4+ (n—a)+y] & d,—
=a— [+ (r—F) + y]. Radi jednakosti defekata trokuta ABN
i ABN je a+f=—a + 8§, i a—a’=8 —§, a iz toga slijedi
8y = 0,.

' Na isti bismo na&in dokazali da gornji pouéci vrijede za dva
dvostruko asimptotska trokuta, kao i za jedan jednostruko, a drugl
dvostruko asamptotsk1 trokut

Povrdina trokuta

100. — U hlpErbOllCIlO] se geometriji povr§ina trokuta i mnogo-
kuta izraZava pomoéu povr¥ine trostruko ' asimptotskog trokuta,
komu se povrdina odreduje mjernim brojem k.zn (gdje konstanta
k ovisi od povrSinske jedinice mjere). Poznato je da je ve¢ Gauss
na deduktivan naéin pokazao, da povrsma trokuta glasi P—
=k. (97 —a—f—7y)

Komplementa'me duzme -

101. — Funkcua Lobatevskog. H (a) daJe funkcmnalnu pove-
most izmedu kuta paralelnosti a i pripadne udaljenosti a, t. j.
a=1I (a). Inverziju biljezimo sa /\, pa pifemo a=— A (a).

. Definicija: Du:'zine a i @ zovu se komplementame, ako je
() -+ H(a’)— — . Zato je prema toj definiciji '
| g’=4 (—;L_-—a) 5 (n’)"= (%v—a’, =A [—%— %—a)]_=‘11(a)»=a..

102. — Zadatak. Zadan je kut a, odredi duine ;

V a=d() i a—A(—ﬁ--—u)- |
R j‘e‘§'e nje: Nacrtajmo kut ‘NAN’ —aq. Spustimo iz to¢aka
Ni N’ okomicu na krak AN kuta a, a noZiite oznatimo sa B; tada
je po definiciji AB=/\ (@) = a: Odredimo zatim pravi kut NAN ",

pa spustimo okomicu iz totke N’ na krak AN” ‘noziste oznaclmo-
sa B’, tada je po definiciji -

AB = 4 (%'——a) ‘= A(a) = o’
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Pravokutni trokut i pridrufeni mu E&etverokut

103. — Promatrat éemo u hiperboliénoj ravnini pravokutni
trokut ABC s katetama AC—=—b i BC =— q, nasuprotnim kutevima
FA=A41i <B=—u i hipotenuzom AB=—c. Stranice tog trokuta
odreduju kutove paralelnosti II{(g)=a, H(b)—f i II(c)=v, a
kutevi 1 i pu duzine I—=A 1) i m= A (w).

Prema tome pravokutni trokut ABC odreduje 10 veliéina, to
su duZine a, b, ¢, I, m i kutovi 4, u, a, B, y

104. — Nacrtajmo trokut ABC, pri tome oznadimo beskonadne
‘totke na praveu AC sa N, i N, na praveu BC sa M, i M,, na pravcu
AB sa L, i L,. Pol pravca AC ozna¢imo sa D (sl. 25.).

Spustimo iz totke L, okomicu na pravac AC, a noZi§te ozna-
¢imo sa D. Buduti da je kut L,AD=—14, to je AD— 4 (})=1. Spo-
Jjimo to€ku A sa totkom M,, kut CAM, =11 (b)=_4.

Oznatimo sa e zajedni¢ku okomicu ili os pravaca DL, i AM,
(koja je s tim pravcima jednoznaéno odredena, vidi todku 40.), a
‘presjeciSta te okomice s njima sa E i F, t. j. E=eXDL,, F=
—eXAM,. Dakako da je pol E pravca e totka E— DL, XAM,.

Dobili smo tako tetverokut ADEF, u kojem je AD— 4 (i) =1,
<X DAF =11 (b)=f. Cetverckut ADEF jednoznaéno je odreden
pravokutnim trokutom ABC, jer je taj &etverokut ADEF jedno-
znaéno odreden stranicom AD=— A (A)=—1 i kutom <L DAM —
— Il (b) = § (ostali kutovi u éetverokutu ADEF su pravi). No veli-
¢ine Il () =4 i b= A(f) jednoznadno odreduju pravokutni trokut
ABC po IIL. pravilu sukladnosti, zato i éetverokut ADEF sa stra-
nicom AD= A (l) =1, kutom <t MAD=—1I (b)==8 i ostalim pra-
vim -kutovima odreduje jednoznatno pravokutni trokut ABC. Pra-
vokutni trokut ABC i ¢&etverokut ADEF zovu se medu sobom
‘pridruZeni*). :

105. — Dokazat ¢emo, da je stranica DE u &éetverokutu ADEF
jednaka kateti CB—a pridruZenog pravokutnog trokuta ABC
(sl. 25.).

Kutovi su BCD i EDC pravi. Ako je CB==DE, totke se B i
E nalaze na ekvidistanti sa osi N,N,. Zato se spojnica BE mora sjeéi
sa spojnicom M,L, u to¢ki G na ekvidistantinoj osi N,N, (gledaj
konstrukciju ekvidistante, to¢ka 75.). Buduéi da je spojnica EF po-
lara tolke E, mora biti (L, L, EE)——1. "

Oznaéimo totku GL,"XM,A sa M’, pa uodimo potpuni &etvero-
kut L, M, M’L,’. Niz totaka na pravcu L,M, oznadimo sa (M,).
Ako totku L,’ spojimo sa svima totkama niza (M,), dobit éemo
' pramen pravaca, koga oznatujemo sa L,’(M,). Pramen L’ (Ml)
jperspektwan je s nizom (M,), t. j. L, (Ml) A (M).

*) Isporedi Liebmann: Nichteuklidische Geometrie, II. izdanje,
str. 37. ‘ :
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Ako sve totke niza (M,) spojimo sa totkom E, dobivamo pra-
men pravaca E (M,), koji sijete pravac GL,’ u nizu (M,"), dakako
E(M1)7\' (M,’). Ako sve totke niza (M, ") spojimo sa totkom L,
dobivamo pramen pravaca L, (M,’).

‘Budu¢i da je L' (M,) A E (M), a E(M,) A (M,’), to je pramen
L,’ (M,) projektivan s pramenom L, (M,’), t. j. L’ (M,)AL, (M,").

Iz definicije projektivnih pramenova L, (M,’) i L,’ (M,) slijedi:

a) praveu L L.’ iz prvog pramena. pridruzen je pravac LIA’L1
iz drugog pramena. Iz toga slijedi, da su prameni L, (M,’) i L," (M,)
. perspektivni, zato im se pridruZeni pravei sijeku na osi perspek—

tivnosti s.

b) Pravcu L,M,’ iz prvog pramena pridruZen je pravac L,’M,
iz drugog pramena, zato os perspektivnosti s prolazi kroz totku
P—=L,M;/XL,M,. '

- c) Pravcu L, G iz prvog pramena pridru¥en je pravac L,'G

iz drugog pramena, zato os perspektivnosti s prolazi totkom- G, t Je
s=PG.

) d) Iz konstrukcije totke P vidimo, da je to¢ka P jedna od

dijagonalnih tolaka potpunog Cetverokuta L, M; M/’ L,’. Zato os

perspektivnosti s sijete pravac L,L, u tocki -E, za kqju. je

(L, Ly, EE)——1.

Sad ¢éemo dokazati, da je spojnica BG identi¢na sa spOJmcom
PG ==s. Uodimo opet potpuni Setverokut L, M, M,’ L’ na sl."25,,
. a.na njegovoj stranici L,L,’ hiperboli¢nu involucij'u sa dvostrukim
" to¢kama u L,iLy Tocke D i D su dva konjugirana pola ‘apsolute
¥ na sekanti L 1Ly, zato tocke D i D predstavljaju jedan par tolaka

i . spomenute hiperboli¥ne involucije.

7 Glasnik
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Ako totka D opisuje niz todaka (D) na praveu L,L,’, onda i
totka D opisuje kolokalan projektivan niz (D) (jer su totke D i D
-u involuciji).

Ako sve tolke niza D spojimo sa totkom M,, dobivamo pramen
pravaca M, (D) perspektivan sa nizom D. S

Ako sve totke niza (D) spojimo sa tolkom G, dobivamo pra-
men pravaca G (D) perspektivan sa nizom (D). Pravci pramena
G (D) sijeku pravac M;M,’ u nizu to¢aka (4), koji je perspektivan
s pramenom G (A4). Ako sve tocke niza (A) spojimo sa tofkom L,,
dobivamo pramen L, (A4), koji je perspektivan s nizom (A).

‘Budu¢i da je (D) A (D), G (D) A (4), L, (A) A (A), slijedi, da je
pramen M (D) projektivan s pramenom L, (A). :

Iz definicije projektivnih pramenova M (D) i L, (4) slijedi:

a) Pravcu M,L, iz prvog pramena pridruZen je pravac L,M,
iz drugog pramena. Iz toga slijedi, da su ti prameni perspektivni,
pridruZeni im sz zato pravei sijeku na osi perspektivnosti .

b) Pravcu M,D iz prvog pramena pridruZen je pravac LA
iz drugog pramena, zato ‘os perspektivnosti s’ prolazi totkom
B=—M,D XL, A -

¢) Pravcu M,L,’ iz prvog pramena pridruZen je pravac L,’M,
iz drugog pramena, zato os perspektivnosti § prolazi to¢kom
P=M,L’ XL M :

d) Praveu M,E iz prvog pramena pridruZen je pravac L,E iz
drugog pramena, zato os perspektivnosti s’ prolazi totkom E.

Dokazali smo tako, da os perspektivnosti s pramenova L, (M,’)
iL,"(M,) _P’rolazi kroz totke P, E i G, a os perspektivnosti s’ prame- -
nova M (D) i L, (A) kroz totke B, P i E, dakle je s = &' Iz svega
toga slijedi, da totka E zadovoljava uvjetu (L; L,’ E Ey—-—1, i da
spojnica BE prolazi totkom G, &¢ime je dokaz zavrSen.

106. — Nacrtajmo opet pravokutni trokut ABC i njemu pri-
dru¥eni. ADEF (sl. 26.), pri ¢emu zadrZavamo iste oznake kao na
stici 25.

. Spustimo iz totke L, okomicu L,L,’ na pravac N,N,, a noZiste
oznatimo sa C’. Buduéi da je kut C’AL,=—=1,to je C A=A A) =1

Spojnica CC’ je zajedni€ka okomica pravaca MM, i L,L,’, zato
je totka §=CC"XL,M, centar simetrije za pravce M,M, i LiLiy’s
Odredimo sada centralno simetriéni pravokutni trokut A’B’C’ sa
trokutom ABC s obzirom na to¢ku S. Trokuti su A’B'C’ i ABC su-
kladni (vidi totku 55.).

Konstruirajmo u to¢ki B’ okomicu na pravac L,L,’, oznatimo
sa D’ presjek te okomice sa pravcem AM,. Cetverckut AC'B'D’ je
pravokutnem trokutu A’B’C’ pridruZen, jer je AC’=.4 (3) =1,

. B'C’=»b, a kut C’AD’ = B. Zato je tetverokut AC’B’D’ sukladan
sa -éetverokutom ADEF.
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'107. — Hipotenuza A’B’ pravokutnog trokuta A’B’C’ ima za-
jedni¢ku beskona&nu tolku M, sa stranicom D’A pridruZenog cetve-
* rokuta AC'B’'D’. Iz toga slijedi:

a) ako u pridrufenom Cetverokutu povuéemo iz vrhe nasuprot
kutu B paralelu sa stranicom koja lezi nasuprot stranici a, tada
ova paralela sa stranicama 1 i e odreduje pridruZeni pravokutni
trokut. .

Ako oznatimo sa H drugu beskonaénu totku na pravcu FA
(sl. 26.), a sa K= EHXDA, tada je pravokutni trokut KED sukla-
dan sa trokutom ABC.

SL 26

b) Buduéi da hipotenuza A’B’ ima zajednitku beskonalnu toé-
ku M, sa stranicom D’4, a kut je
A’B’D’=1—p., to je BD'=4 (i—u) =m’.
2 2
Iz toga slijedi: U pridruZenom &etverokutu leZi nasuprot stranice 1
stranica m’. Zato je B’'D=EF =m’.

108, — Sada ¢éemo odrediti preostalu stranicu pridruZenog
tetverokuta. Dokazat éemo, da je stranica AF &etverokuta ADEF
jednaka hipotenuzi pridruZenog pravokutnog trokuta ABC, t. j.
AF = AB=z¢, (sl. 26.).

Oznatimo sa T pol pravea t=—L,L,’, a beskonatne totke na
spojnici EK sa H i H’. Spustimo iz to¢ke ‘H’ okomicu na pravac
N,N,, nozite oznadimo sa R. Tada je CR=A)=1, jer je kut
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H'CR—i Prema tome je DR—=KR—KD=1—b, a DC=
—= DA—CA=1—1» ili DR=DC. Iz toga slijedi, da osnovni po-
mak (Tt) prevodi todku R u tofku C, a pravac DR u pravac DC,
dakle prevodi totku H’ u tofku M,, t. j. spojnica M;H’ prolazi
toékom T. Ali totkom T prolaze i spojnice AD i EF, jer su spojnice
AD i EF okomite na pravac t = L,L,’, dakle su dvoomjeri (HAFM,)
i (HKEH’) u perspektivnom poloZaju s obzirom na toéku T. Zato je
(HAFM,) — (HKEH’), ili AF=KE=c.

109. — Na taj smo naéin odredili sve elemente pridruZenog
Zetverokuta pravokutnome trokutu (a, b, ¢, 4, u). Polaze¢i od filja-
stog kuta B njegove su stranice 1, a, m’ i c.

Lanac pravokutnih trokuta

110. — Uzmimo &etverokut (I, a, m’, ¢, f) i pridruZeni mu
pravokutni trokut (a, b, ¢, 4, u). Odredimo &etverokut 1,=rc,
a,=m’, m’=a, c,=—1, f, =4, koji je nastao iz zadanog Cetvero-
kuta zamjenom veli¢ina 1 i ¢, te ¢ i m’. Odredimo sada Cetverokutu
{d,, a;;m/’, c,, B,) pridruzeni pravokutni trokut (a,, by, ¢4, 4, y4,). Biti
ée zato a,=m, b= AB)=AB)=Db, ¢c;=1, L=1(b)=
— I () =7, py==I(m)=1I (@) =% — a. Ako u Setverokutu (1,

a,,m,’, ¢;, B,) zamijenimo 1, sa c,, m," sa a,, dobili bi postupajuéi
na isti na¢in kao prije getverckut (l,, ay, m,’, c,, B,) i pridruzeni mu
pravokutni trokut (a,, b,,c,, 1,, 4,). Ako nastavimo taj postupak,
dobiti éemo lanac od 6 &lanova, jer je Sesti tako dobiveni trokut
sukladan sa poéetnim. -

Matemati®ar Engel je izrekao pravilo, po analogiji s Nepero—
vim, po komu se mogu odmah odrediti elementi pravokutnih tro-
kuta iz laneca, koji pripada pravokutnom trokutu (a, b, c, 4, w):

Napifimo s vanjske strane uz stramice peterokuta polevsi od
kojegod stranice i u kojemgod smislu ophodenja ovim redom veli-
¢ine: &, 1, ¢, m, b’, a iz nutarnje strane potevsi od kojegod stranice
i u kojemgod smislu ovim redom velitine: a,’, 1;, ¢;, my, b,’. Ako
izjednadimo veliéinu s nutarnje strane sa veli¢inom s vanjske stra-
ne uz svaku stranicu peterokuta, odredit ¢emo veli¢ine pravokutnog
trokuta (a,, b, ¢;, 4,, u,) pomoéu veli¢ina koje pripadaju pravo-
kutnom tmkutu (a, b, ¢, 4, u). Tako odredeni pravokutni trokut
(a,, by, ¢y, 44, uy) je jedan od trokuta u lancu, koji pripada pravo-
kutnom trokutu (a, b, ¢, 4, u). Na prun]er Iz ¢’ =m, b’'=01’,
¢, ==, M,—a, ll_c slijedi: a,=m’, b;=", ¢; =1, 4, =y,
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Osnovne konstrukcije u vezi s kruZnicama
A) Pravac i kruZnica

ill. — Zad at a k. Konstruiraj tolke u kojima pravac p sijece
krufnicu k, 1. vrste, koja je zadana srediltem S i periferijskom
toékom A (sl. 27.).

Rje$enje: Oznatimo polaru totke S sa s. Centralna koli-
neacija (S -+ s) preslikava apsolutu k u kruznicu k, i obrnuto.
Pravcu p iz podrudja kruZnice k, odredit éemo pomotu centralne
_kolineacije (S - s) pridruZeni pravac p’ u podruju apsolute; sje-
cidta pravca p’ sa apsolutom k oznadimo sa E’ i F’, a tim tolkama
pridruZene totke E i F na pravcu p odreduju presjeci¥ta pravca p
i kruZnice k;. ' '

Do totaka E i F doéi éemo najbrze na slijede¢i nadin: Odre-
dimo pomoéu centralne kolineacije (S + s) jo3 jednu totku B na
periferiji kruZnice k,, tako da spojnica AB sijete pravac p u tocki

C. Spojnica SC sijete pravcu AB pridruZeni pravac A’'B’ u tocki
C, koja je pridruZena s totkom C. Oznatimo li pXs=2X, onda je
p' = XC'. Pravac p’ sijete apsolutu k u totkama E’ i ’, a traZene
totke E i F le¥e onda na spojnicama SE’ i SF', t. j. E=SE'Xp.
a F=SF X p.

Napomena. Na isti bi se natin odredio presjek pravca p sa
kruZnicama 2. i 3. vrste. '

112. — Zadatak. Konstruiraj pol P pravca p s obzirom na
krunicu kX’ 1. vrste u hiperboliénoj ravnini, koja je zadana sredi-
ftem S i periferijskom tolkom A. '

Rje8enje: Pravcu p iz podruéja kruznice k' odredit éemo
pomoéu centralne kolineacije (S -+ s), koja preslikava zadanu kru-
#nicu u apsolutu. i obrnuto, pridruZeni pravac p’ u podruéju apso-
lute (isporedi totku 111.). Zatim éemo pravcu p’ odrediti pol P’ s
obzirom na apsolutu. To¢ka P, koja je u centralnoj kolineaciji
(S -+ s) pridruZena totki P’, je traZeni pol P pravca p.

113. — Zadatak. Konstruiraj to¢ki P polaru p s obzirom
- na krufnicu k' u hiperboli¢noj ravnini, koja je zadana srediftem S
* i periferijskom tofkom A.
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RjeSenje: Toiki P odredit éemo pomoéu (§ -+ §) pridruZenu
todku P’ u podrugju apsolute. Zatim éemo totki P’ odrediti polaru
p’ s obzirom na apsolutu. PridruZeni pravac p u (S +5) je traZena
polara (to Je dualno rjeSenje zad. -112.).

B) Konstrukcija zajednifkih toéaka dviju kruinice

KruZnice u hiperboli®noj ravnini su elipse, zato se one mogu
sjeti u dvije ili &etiri realne tocke.

Zajedniéke tofke dviju kruZnica 2. vrste

114. — Konstruirat éemo najprije zajednitke totke dviju kru-
#nica 2. vrste, kojima se osi sijeku u pravoj toki.

Neka je krufnica k, odredena osi m =M M, i totkom A, a
kruznica k,’ sa osi n__N N, i totkom B. Ozna.cuno neprava Sre-
dista tih kruzmca saMi N a preSJek njihovih osi sa E==mXn
(sl. 28.).

Sl 28

Totka E i pravac e = MN su pol i polara apsolute k. KruZnice
k, i k,’ nastaju preslikavanjem iz apsolute k pomocu centralnih
kolmeacua (M 4 m) i (N- n). Buduéi da centri M i N tih koli-
neacija leZe na pravcu e, totka E i pravac e su zajednitki pol i
polara kruZnica k, i k,”. Na pravcu e nalazi se elip. involucija pa-
rova konJuglramh polova kruZnice k, i elip. invelucija pareva
konjugiranih polova kruZnica k,’. Zajedni¢ki par tofaka tih ko-
lokalnih elip. involucija odreduje za]edmékl par konjugiranih polova
F i G kruZnica k, i k,’ na pravcu e. Buduéi da dvije kolokalne
eliptié¢ne involucije imaju uvijek jedan zajednitki realan par pri-
druZenih totaka, totke su F i G realne. Zato je trokut EFG zajed-
ni¢ki polarni trokut kruznica k, i k,".

Da. bnsmo Sto prije dodli do zajedni¢kih to¢aka kruznica k, i k,’,
odredit éemo zajednitke sekante tih kruZnica, koje prolaze tockom
E. U tu svrhu provest éemo ovo kratko razmatranje: Neka je p
po volji pravac koji prolazi totkom E. Polare toéaka tog pravca s
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obzirom na kruZnice k, i k,’ odreduju dva pramena polara sa
vrhovima u totkama P i P’ na pravcu e. Totke P i P’ su polovi
pravea p obzirom na kruZnice k, i k,’. Prameni P i P’ projektivni
su sa nizom tofaka na pravcu p. Pravac e=—PP’ je u tim pra-
menima pridruzen sam sebi, jer je to dvostruka polara kruZnica
k, i k,’. Zato su prameni P i P’ u perspektivnom poloZaju, prema
tome sjeci$ta pridrufenih polara le¥e ma osi perspektivnosti p’, d
ta su sjeci$ta konjugirani polovi odgovara]uélh totaka pravca p
s obzirom na kruZnicu k, i kruZnicu k,’. Buduti da je totka eXp
konjugirana sa totkom E, pravac p’ proiaz1 totkom E. Promatramo
1i pramen pravaca sa vrhom u tolki E, dobit éemo kolokalni pra-
men pravaca p’. Ti su kolokalm_ prameni u involuciji, jer su pravei
o i p’ uzajamno pridruZeni. Budu¢i da su totke F i G konjugirani
polovi kruZnica k, i k,’, stranice EF i EG polarnog trokuta EFG
&ine jedan par te involucije. Dvostruke zrake te involucije bit ée
zajedni¢ke sekante kruZmnica k2 i k,’ jer su zajednitke sekante
pravei, koji su konjugirani sami seb1 Iz toga slijedi ovaj pomocm
stavak: Parovi konjugiranih pravaca p i p’, koji se sijeku u todki
E odreduju involuciju, stranice EF i EG polarnog trokuta EFG é&ine
jedan par pridruZenih pravaca te involucije, a dvestruki pravci
te involucije su zajednitke sekante s, i s, kruZnica k, i k,".

Primjenimo li taj stavak na nad promatrani sludaj, parovi
konjugiranih pravaca kroz totku E odreduju hiperboli¢nu involu-
ciju, jer su sekante, koje prolaze kroz totku E realne. Da bismo
dosli Sto brze do jednog para konjugiranih pravaca p i p’ kroz
totku E, uzet ¢emo pravac p=m i tofku M, na njemu. Ako se
polare totke M, s obzirom na kruznice k, i k2 sijeku u toCki X,
onda je p’ ——EX Konstruiramo 1i sada dvostruke pravce h1perbo-
liéne involucije, koja je odredena parovima pravaca p i p’, zatim
EF =g i EG==f, dobit ¢emo zajednitke sekante s, i s, kruZnica
k, i k,’ koje prolaze totkom E. Na sekantama s, i s, leZe traZene
Letini zajednitke totke A, B,, C,, D, kruzmca k, i k’, koje mo-
%emo konstruirati prema’ toékl 111 “

115. — Promatramo opet presjek dviju kruinica k,i k,’ 2.
vrste, kojima su osi paralelne. Zadrzavamo ‘isto obiljezavanje kao u
totki 114., jedino uzimamo da je M, = N,. U tome sluéaju u besko-
naénoj totki M, imaju kruZmice k, i k,’ dvije zajednitke tocke i
zajedni¢ku tangentu t. Prema tome one mogu imati jo3 najvise
dvije realne zajedni¢ke tofke. Promatrajmo pramen pravaca P sa
vrhom u to¢ki M,. Svakom pravcu p iz tog pramena odgovaraju po
dva pola P i P’ na pravcu t s obzirom na kruznice k, i k,’, zato
pramenu pravaca (p) odgovara]u dva kolokalna projektivna niza
toéaka (P) i (P)) na pravcu t. Totka M, je zajedni¢ka tofka tih
nizova. Odredimo li drugu njihovu zaJedmcku todku E, tada todki
E s obzirom na kruZnicé k, i k2 pripada ista polara e, t. j. todka
E i pravac e su zajedniki pol i polara kruZnica k, i k,’. Na zajed-
niékoj polari e kruZnica k, i k,” odreduju dvije kolokalne invo-
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lucije parova konjugiranih polova, kojima je zajednitki par totaka
E i F pao u totku M,. Zato je u ovome slu¥aju polarni trokut
EFG degenerirao u duZinu EM,, u dvostruki pravac hiperboli¢ne:
involucije parova konjugiranih pravaca koji se sjeku u totki E,
dakle u jednu zajedni¢ku sekantu Sy kruinica k, i k,’. Odredimo
jedan par konjugiranih pravaca p i p’, koji se sijeku u tocki E.
Odredimo li onda pravac s, prema -zahtjevu (pp’ 85 82)_—-1
tada” pravac s, predstavlja drugu sekantu kruinica k, i k,. Ako
je pravac s, pravi pravac, kruZnice k, i k,’ sijeku se u dv11e realne
toéke, koje leze na tom pravcu, mogu se da.kle konstruirati prema
tocki 111.

' 116, — Ako se osi m i n kruZnica k, i k,” 2. vrste sueku u
nepravoj tolki E, tada totki E s obzirom na kruzmce k, i k,’ 2.
vrste pripada jedna te ista polara, pravac e—M N Ozna-
¢imo presjecista kruimice k, i pravea e sa C i D, a presjecista
kru#nice k,’ i pravea e sa C’ i D’. Sada mogu nastupiti tri sludaja:
Parovi totaka C, D i C’, D’ mogu se rastavljati, mogu biti jedan
unutar drugog ili jedan izvan drugog. Zajedniki konjugirani po-
lovi F i G kruZnica k, i k,” na pravcu e bit ée u prvom sludaju
imaginarni, a u druga dva sluca]a realni. Prema tome polarni trokut
EFG u prvom slutaju degenerira u totku E i pravac e, a u ostalim
slu¢ajevima bit ée realan. No u svakom slufaju konjugirani praveci
p i p’ koji se sjeku u to¢ki E, odreduju hiperboli¢nu involuciju.
Ako su stranice EF i EG konjugirano imaginarne, moraju dvo-
struki pravei involucije parova konjugiranih pravaca p i p’ biti
realni, jer dva para elemenata, koji se harmoniéno dijele, ili su
oba realna ili- jedan realan, a drugi imaginaran, no nikako ne
mogu biti oba imaginarna.

- Postupajuéi dalje kao u totki 114. mozemo odrediti zajednigke
sekante s, i s, krufnica k, i k,” koje prolaze toékoin E, na kojima
oénda leZe zajednitke realne to-éke kruZnica k, ’, ukoliko se te
krumice sijeku u realnim tokama.

Zajednitke tocke dviju krufnica 1. vrste

117. — Neka je kruZnica k, zadana srediStem S, i totkom A
na njenoj periferiji, a kruZnica k ' srediftem S, i boékom A, na
njenoj periferiji. Ozna&imo sa s, i. 83 polare toéaka 8,18, 1z kon—
strukcije tih kruZnica slijedi, da je togka E_31X32 i pravac
e=2_5,S, zajednitki pol } polara kruznica k; i k,". Zato se ovaj
sludaj rjeﬁava na isti na&n kao slutaj u tocki 116. ‘

- Zajednitke tocke dviju kruinica 3. vrste

118. — Neka je kruZnica k, zadana beskonaénom tolkom § i
perlfem;skom totkom A, a kruzmca k;’ beskonatnom tofkom S’
i perlferl]skom totkom B. Oznatimo tangente apsolute u tolkama
SiS8 sasis.
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a) Neka je S=S’. Iz konstrukcije kruinica 3. vrste slijedi,
da-su totke E=—s)Xg i pravac e=_SS’ zajednitki pol i polara
kruZnica k; i k,’. To je dakle opet slu¢aj analogan sa slutajem
tretiranim u to¢ki 116. R

b) Ako je S = S§’, kru¥nice kg i k,” imaju u beskona€noj tocki
S 4 zajednidke totke, dakle nemaju vide zajednitkih tolaka.

Zajednicke tolke dviju kruZnica 1. i 2. vrste

119. — Neka je kruZnica k, 1. vrste zadana sredistem S, i
" periferijskom totkom A,, a kruZnica k, 2. vrste sa osi m i peri-
- ferijskom totkom B. Oznatimo sa s, polaru totke S,, a sa M pol
pravca m. Iz konstrukcije tih kruznica slijedi, da su tot¢ka E—=:
. =s,Xm i pravac e==5,M zajednitki pol i polara kruZnica k,
. i k,. Prema tome to je opet isti slutaj kao onaj, koji je rijeSen
© . u todki 116.

Zajednicke totke dviju krufnica 1.1 3. vrste

120. — Rjefava se na isti-nadin kao slutaj u todki 116, odno--
sno u totki 117, :

Zajednicke todke dviju krufnica 2. i 3. vrste

121. — Neka je kruimica k, 2. vrste zadana sa osi m=— MM,
i periferijskom totkom A, a kruZmica k, 3. vrste beskonaénom
totkom S i periferijskom totkom B. Ozna&imo pol osi m sa M, a
polaru totke S sa s. 7

a) Neka je beskonatna totka S izvan osi m. Iz konstrukcije-
tih kruZnica slijedi, da je totka E==mXs i pravac e =SM zajed-
ni¢ki pol i polara kruZnica k, i k;, dakle sludaj kao u tolki 1186.

b) Ako je S = M,, iz konstrukcije tih kruZnica slijedi, da je:
totka E = M i pravac e = m zajedni¢ki pol i polara tih kruZnica,
prema tome imamo opet slu¢aj analogan s onim u to¢ki 116.

Zajednicke tangente dviju kruZnica

122. -— Konstrukcija, kojom odredujemo zajednitke tangente-
dviju kruZnica u hiperboli¢noj ravnini, dualna je sa konstrukecijom .
kojom odredujemo zajednitke totke tih kruZmica.

123. — Ilustracije radi odredit éemo zajednitke tangente dviju .
kruZnica k, i k,” 2. vrste, kojima se osi sijeku u pravoj todki.

Prema tome treba da izvedemo dualnu konstrukciju sa onom .
u toc¢ki 114., pri tome zadrZavamo isto obiljezavanje.

~ Konstruirat éemo kao i tamo najprije vrhove zajednitkog po- -
larnog trokuta EFG kruZnica k, i k,’ (sl. 29.). Pomo¢ni stavak, koji.
smo upotrebili za konstrukciju zajednitkih sekanata s, i s,, koje
su se sjekle u totki E, u zajedni¢kom polu kruZnica k, i k,’, glasi.
dualno ovako: ‘
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Na stranici e polarnog trokuta EFG, koja predstavlja zajed-
ni¢ku polaru kruznica k, i k,’, odreduju svi parovi konjugiranih
totaka @ i @ tih kruZnica involuciju totaka. Totke E i F su
takoder jedan par pridruZenih tolaka te involucije. Dvéstrukim
totkama S, i §, te involucije prolaze zajednitke konjugirane po-
lare kruznica k, i k,’” koje su pale zajedno, dakle zaJednlcke njihove
tangente.

Da dodemo $to brze do dvostruklh totaka S, i S, odrecht cemo
par konjugiranih polara q i ¢, ali tako, da uzmemo q_MM
tada ¢’ prolazi todkom M,. Odredimo i pol X pravca q s obzirom
na kruznicu k,’, onda je ¢ = M,X. Totke Q=—=qg X e=M i Q' =
—¢q’ X e su jedan par, a todke E i F' su drugi par mvolucue, koja
odreduje dvostruke totke S, i S,, koje moZemo konstruirati.”

SL. 29

‘Oznatimo 1i sa 0, polaru totke S,, sa o, polaru totke S,
s obzirom na kruZnicu k,, a presjeke polara o, odnosno o, sa kru-
Znicom k, oznatimo sa C i D odnosno sa C’ i D', onda su pravei
8,C, §, D S,C’ i S,D’ su traZene za]edmcke tangente kruZnica
k ik,

Konstrukeija trokuta iz zadanih elemenata

124. — Ako je u hiperboli®noj ravnini zadan trokut sa tri
elementa na temelju 1., 2. ili 4. poutka sukladnosti, t. j. ako je
trokut zadan jednom stramcom i sa dva prileZeca kuta ,ili sa’ dvije
stranice 1 kutom medu njima, ili sa tri stranice, onda je konstruk-
cija tog trokuta analogna konstrukeiji euklidskog trokuta, koji je
zadan istim elementima.

Ako je trokut zada.n na temelju 3. ili 5. poudka sukladnosti,
t.’j. s jednom stramcom jednim prllezeclm i suprotnim kutom, ili
sa tri kuta, pripadnim konstrukcijama nema analognih u euklidskoj
geometriji. Zato ¢emo sada prikazati konstrukcije trokuta, koji su
zadam na temelju-3. ili:5. pouctka sukladnosti. C.

‘Napomena. 'Kad kazemo, da smo odeer111 ili prenijeli, ili
odrédlh ‘zadanu - du?ind ‘odnosno zadani kut, to znati da smo tur
duzinu odnosno kut pomakli pomoéu jednog ili vie osnovnih po-
maka u Zeljeni poloZaj.




Obrada osnovnih planimetrijskih konstrukeija. .. 107

Konstrukéije trokuta u pézi s 3. pouék‘oim» sukladnosti

'195. — Zadatak. Koustruiraj trokut ABC (abcduv), koji
je zadan stranicom AB==c i kutovima IA=1 F<C=»(sl.30).

Rjedenje: Odredimo na praveu u= U,U, stranicu AB=—r¢,
a u vrhu A prileZeéi kut A=—=U,; AV; drugi krak kuta 1 je pravac
v=V,V,, pol tog pravca oznatimo sa V. Svi pravci, koji zatvaraju
s pravcem v kut », .anvelopiraju nepravu kruznieu’ k, 2. vrste s
osi v i nepravim sredi¥tem u totki V (vidi zadatak 87.).

Bilo koji pravac s==2S,S,, koji zatvara sa pravcem v kut v,
tangenta je neprave kruZnice k,. Oznatimo li pol pravca s sa S,
onda je totka D—VSXs diraliste tangente s s krufnicom k,, a

D,
a / 4

spojnica VS njen radijvektor u totki D. Povugemo li po volji jo$
jedan radijvektor a, dakle po volji nepravi pravac a kroz toéku
V, onda mozemo pomoéu osnovnih pomaka (Pp) i (P’p’) odrediti
s totkom D korespondentne totke D, i D, na pravecu a (vidi todku
66.b), t. j. D,=PDXa, D,=P’DXa. Ozatimo sa A =aXv, a
onda totki A’ odredimo tofku A prema uvjetu (V,V, A’ A)= —1;
vidimo, da je totka A pol pravca a s obzirom na apsolutu i kruZnicu
k, u isti mah. Zato su spojnice AD, i AD, tangente kruZnice k..
Buduéi da od kruZnice k, poznamo sada pet tangenata: S,S,, VV,,
Vv, AD,, AD,, moZemo konstruirati tangente ¢t i t’ ‘kruZnice k.,
koje prolaze totkom B. J edna od tih tangenata, koja izlazi iz totke
B, sijete krak AV, u tolki C, u vrhu traZenog trokuta ABC.

126. — Z a d & t a k. Konstruiraj pravokutan trokut ABC (abcipy),

koji je zadan katetom BC=—=a i nasuprotnim kutom <SA=1
{sl. 31.).
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Rjesenje: Neka je kut A=R; AS, zadan sa dva pravca
r==R,R, i §=25,S,, koji se sijeku u totki A. Pol praveca s
oznatimo sa S. Odredimo li na kraku AR, to¢ku B, koja je udaljena
od pravca s za duljinu stranice a, onda noZiste C okomice spultene
iz totke B na pravac s odreduje s totkama A i B trazeni pravokutni
trokut ABC.

Totku B moZemo konstruirati, jer se ona nalazi na ekvidi-
stanti k, pravca s u udaljenosti a. Presjek kraka AR, i ekvidistante
k, konstruirat ¢emo, kako je pokazano u tofki 111.

U tu svrhu konstruirat éemo u totki A ckomicu na pravac s
i na nju odmjeriti potevdi od totke A dufinu AN = a. Oznadimo
presjek zrake AN i apsolute k sa N. Praveu S,N iz podruéja ekvi-
distante pridrufen je s obzirom na centralnu kolineaciju (S 4 $)
pravac S;N’ u podrudju apsolute. Zato je totki X =S,N>XAR na
pravcu S;N pridruzena totka X’ = S;N'XSX na pravcu S,N.

Sl 31

Pravcu AX pridruzen pravac AX’. Oznatimo presjek pravca AX’
s apsolutom sa B’, onda spojnica B’S odreduje na kracima AR i
AS totke B i C, koje skupa s totkom A odreduju trazeni pravokutni
trokut ABC.

127. — Z a d at a k. Konstruiraj pravokutan trokut ABC (abciy),
koji je zadan hipotenuzom AB=—c i <A=1

Rje3enje: Neka je kut A=—=R, AS, zadan s dva pravca
r—=R,R, i s=25,85,, koji se sijeku u toéki A. Oznadimo sa S pol
pravca s. Prenesimo na krak AR, potevéi od tolke A duZinu
AB — ¢. Ako iz tako dobivene totke B spustimo okomicu na pravac
s, a noziste te okomice obiljezimo sa C, onda totke A, Bi C odre-
duju traZenj pravokutni trokut ABC.

198. — Zadatak Konstruiraj jednostruko-asimptotski
trokut ABN, (du), koji je zadan stranicom AB—c i prileZeéim.
kutom < A=A.

Rje$enje: Neka je kut A=M,; AN, zadan s dva pravca.
m=M,M, i n=N,N,, koji se sijeku u toéki A. Prenesemo li
potevsi od totke A duZinu AB na pravac m, pa tako dobivenu
totku B spojimo s beskonatnom totkom N, kraka AN, kuta i,
onda smo na taj nadin konstruirali traZeni trokut ABN,.
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Konstrukcije trokuta u vezi s 5. pouckom sukladnosti

129. — Zadatak. Konstruiraj trokut ABC(abcluv), koji
je zadan kutovima SA=1, ¥B=py, SC=» 1t utr<a

RjeSenje: Neka je zadan kut v = P; CQ,. Svi pravci, koji
¢ine s krakom CP, kut 4, anvelopiraju nepravu kruZnicu k, 2. vrste
sa osi p=="P,P,. Svi pravci, koji &ne s krakom CQ, kut u, anve-
lopiraju drugu nepravu kruZnicu k,” 2. vrste s osi =@, @,.
Prema tome zajednitka tangenta tih kruZnica k, i k,’, koja sijete
krakove CP, i CQ, u totkama A i B, odreduje traiem trok'ut ABC,
ier je <)ZA—-A i <B=u.

Odaberimo na kraku CP, po volji tofku L a na kraku CQ, po
volji todku M. Odredimo zatim uz krak CP, u tofki L prileZeti
kut P,LR, =1, a uz krak CQ, u totki M pr11ezec1 kut QMS, = pu.
Pravac LR1 odreduje jednoznaéno nepravu kruznicu k,, a pravac
MS, odreduje jednoznaéno nepravu kruZnicu k,. U totki 123.
pakazali smo, kako se moZe konstruirati kruZnicama k, i k," za-
jednike tangente. Ona od tih tangenata, koja sijeée krakove CP,
1 CQ, kuta P,CQ,=v u totkama A i B, odreduje na taj nadin
traZeni trokut ABC,

130. —Zadatak. Konstruiraj pravokutni trokut ABC (abciu),
koji je zadan kutovima S A==}, <B=p, 4 + ,u<—;—-
RjeSenje kao u zadatku 129, .samo treba uzeti u obzir da
je ovdje v:;- ‘ |
131. — Zadatak, Konstruiraj jednostruko-asimptotski t'ro-

"kut ABN (cipu), koji je zadan kutovime LA =1,
IB=y, 1+ p<a=m

RjeSenje:

a) Ako je A < % i< % odredit éemo dugine l==4 (1) i m =
= A (u); tada je AB_'c_l+m ’

b) Ako je <<%, a > §, odredit éemo dutine 1=/ @ i
m, = A (n—,u), tada je AB-——c = l—m,. ' , o

Odredivsi tako stranicu AB, zadatak se svodi na poznati sluéaj.

Pramen kruznica

U hiperboli®noj geometriji pramen kruZnica ima sliéna svoj-
stva sa pramenom kruZnica u euklidskoj geometriji, razlika je samo
u tome, $to se ovdje pojavljuju u pramenu tri vrste kruznica, kru-
Znice 1., 2. i 3. vrste.
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Pramen kruinica s realnim i razliditim baziénim totkama

132. — Sve kruZnice hiperboli¢ne ravnine, koje prolaze dvjema
realnim i razliditim totkama A i B, ¢ine pramen kruZnica sa bazié-
nim_totkama A i B.

Totke A i B, koje leZe na pravcu p — P,P,, odreduju s obzirom
na hiperboliénu metriku projektivne ravnine dvije usmjerene du-

—— — . .
Zine, duzinu AB i duZinu BA. KruZnice naSeg pramena, koji cemo
obiljeziti sa (A, B), mofemo podijeliti na dva dijela, na kruZnice,
koje imaju svoje pravo ili nepravo srediSte na simetrali s, duZine
_.+ - ) ’
AB, i na krufnice koje imaju svoje nepravo sredifte na simetrali

——
s, duzine BA. KruZnice sa sredi$tima na simetrali s, izvutene su
punom linijom, a kruznice sa sredidtima na simetrali s, izvuéene
su crtkano (sl. 32.). Medu kruZnicama iz prvog dijela imamo kru-
#nica 1., 2. i 3. vrste, a u drugom dijelu samo kruZnice 2. vrste.

Svakoj kruZnici iz pramena kruZnica (A, B) moZe se pridruziti kru-
¥nica iz tog pramena, tako da pridruzene kruznice leZe simetriéno
s obzirom na os pramena, t. j. s obzirom na pravac p—= AB.

Pramen kruZnica s realnom dvostrukom baziénom tockom

"133. — Ako totke A i B na pravcu p padnu zajedno, kruZnice
sa srediStem na okomici s, pravca p u to¢ki A = B dodiruju pravac
p u totki A, a kruznice sa srediltem na polari s, baziéne totke A
degenerirale su u nullinije, u dvostruko uzete tetive apsolute k,
koje -¢ine pramen tetiva apsolute u to€ki A. I u ovome pramenu
mogu se kruinice pridruZiti u parove koji leZe simetri¢no s obzirom
na os p, t. j. prema zajednitkoj tangenti kruZnica u pramenu.
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Pramen krusnica s konjugirano imaginarnim baziénim toCkama

134. — Ispitat ¢emo sada svojstva pramena kruZnica, koje sve
prolaze kroz dvije konjugirano imaginarne totke A i B.

U taj pramen kruZnica spadaju dvije krufnice 1. vrste, koje
su se reducirale na totku (polumjer r—20), a zovu se nulkruznice,
oznadéimo ih sa K, i K, NulkruZnice K, i K,’ leze simetri¢no prema
osi pramena, koja predstavlja os perspektivnosti elipti¢nih involu-
cija parova okomitih dijametara nulkruznica K, i K,’ (par okomitih
dijametara tih nulkruZnica predstavlja par konjugiranih polara
apsolute). ’ ‘

Da to doka¥emo, uzimamo u hiperbolitnoj ravnini dvije po
volji totke K, i K;, a u totki K, elipticku involuciju parova oko-
mitih dijametara nulkrunice K,. Osnovni pomak (Pp) (p polara
neprave totke P), koji prevodi totku K, u totku K,’, prevodi
elipti¢nu involuciju parova okomitih dijametara nulkru¥nice K,
u eliptiénu involuciju parova okomitih dijametara nulkrunice X, .
Buduéi da osnovni pomak (Pp) predstavlja simetriju s obzirom na
pravac p, elip. involucije parova okomitih dijametara leZze sime-
tritno s obzirom na pravac p, a simetri¢no leZeéi parovi okomitih
dijametara sijeku se na pravcu p. '

Time smo dokazali, da nulkruZnice K, i Ky odreduju na pravcu
p istu eliptiénu involuciju parova konjugiranih polova. Dvostruke
imaginarne totke te elipti¢ne involucije na pravcu p su imaginarne
baziéne totke A i B naSeg pramena kruZnica, koji éemo od sada
dalje obiljeziti sa (K; + K, :

Iz svega toga slijedi, da je pramen kruZnica (K, + K,’) jedno-
znatno odreden, ako su nam poznate nulkruznica K, i K, tog
pramena.

135. Postavlja se pitanje, kako se mogu odrediti sve kruZnice

pramena (K, —}—‘Kl’), kada ‘su nam poznate nulkruznice K, i K,'?
Da bismo na to pitanje mogli odgovoriti, izvodimo ovo kratko raz-~
matranje (sl. 33.):
; Odredimo najprije os pramena (K, -+ Ky’), dakle simetralu p
du¥ine zadanih totaka K, i K,'. Oznatimo sa D=K,K, Xp, a sa
D’ pol pravea d=K;K,. Pravac d=—=K,D i pravac d=K,D
cdredujujedan par okomitih dijametara nulkruznice K, Neka je
d, po volji pravac kroz K,, a d,’ njegova okomica u totki K;, tada
pravei d, i d,’ odreduju drugi par okomitih dijametara nulkruznice
K,. Parovi d, d i d,, d," odreduju jednoznatno eliptiénu involuciju
parova okomitih dijametara nulkruZnice K,. Zato parovi totaka
D=dXp, D=dXp i =d,;Xp, @=4d,Xp odreduju jedno-
znatno elipti¢nu involuciju parova konjugiranih polova nulkruZnica
K, i K’ na praveu p, s kojom su odredene imaginarne bazitne
totke pramena kruznica (K, + K,) u vidu dvostrukih imaginarnih
todaka te involucije. '



112 Lav Rajé¢i¢, Zagreb,

Opisimo oko sredista @ kruZnicu g, koja prolazi totkama K,
i K.’ (ta ¢e kruZnica biti 1., 2. ili 3. vrste prema tome da li je
totka Q prava, neprava ili beskonaéna totka). Kroz totku @ povu-
cimo po volji sekantu s kruZnice g, totke presjeka oznadimo sa E
i F. Iz d | d slijedi, da je QK, | K,Q i da su spojnice QRK, i
@K, tangente spustene iz totke @ na kruZnicu gq. Zato je pravac
d=K,K, polara totke @ s obzirom na kruZnicu gq. Iz toga dalje
slijedi, da se tangente kruZnice q u totkama E i F sijeku na pravcu
d=K,K,’, oznatimo to sjecidte sa S. KruZnica k,, koja je opisana
.oko sredista S i koja prolazi totkama E i F (to moZe biti kruznica
1., 2. ili 3. vrste), sije¢e kruZnicu q pod pravim kutom.

Tvrdimo, da tako odredena kruZnica k, pripada pramenu
(K, + K,) t. j. da su parovi totaka D i D’, zatim Q i @ dva para
‘konjugiranih polova te kruZnice. Iz konstrukcije tih parova tofaka
i krunice k, moZemo odmah zakljué&iti, da je gornja tvrdnja
ispravna.

Na taj smo nadin u stanju da odredimo sve kruznice pramena
1K, + K}, jer svakoj sekanti s kroz totku @’ odgovaraju po dvije
kruZnice pramena k, i k;’, koje leZe simetritno prema osi p.

136. — Sredifta svih krufnica 1, 2. i 3. vrste pramena
{K, + K,’) leZe na praveu d =K K’ izvan duzine K,K,’. Drugi dio
pramena, kruznice sa srediStem na polari todke D, nisu realne. One
'su u pramenu kruZnica sa realnim bazitnim totkama bile realne,
u pramenu kruznica s dvostrukem bazi¢nom totkom degenerirale
su u nullinije, a sada — u sluéaju imaginarnih bazi¢nih totaka —
'su imaginarne. : :

_ 137. — Iz odredenja i konstrukcije pramena kruznica (K, +K,]

slijedi, da su duZine tangenata totke @ s obzirom na sve kruznice
tog pramena medu sobom jednake. No totka je Q@ bila po volji
uzeta na pravcu p (sl. 33.), zato ovo svojstvo imaju sve totke
pravea p. '
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1z te konstrukcije dalje slijedi, da su kruZnice pramena
(K,, K,)) sa baziénim totkama K, i K, ortogonalne trajektorije
pramena kruZnica (K, 4 K,"), a da su duZine tangenata totke S
s obzirom na sve kruZnice pramena (K,, K,’) medu sobom jednake.
No todka S pridruzena je totki @, pa bismo mogli na isti naéin
pokazati, da to vrijedi za sve totke pravca d =K, Ky

Buduéi da je pravac p zajednitka sekanta kruZnica iz pramena
(K; + K,), a pravac d zajedni¢ka sekanta kruznica iz pramena
(K, K,), slijedi:

Svaka toéka na zajedniékoj sekanti dviju kruZnica (bez obzira
na to, da Ui sekanta sijefe te kruZnice u realnim ili imaginarnim
totkama) ima s obzirom na te kruZnice jednake duZine tangenata
ili .jednaku potenciju; zato se zajednifka sekanta dviju kruznica
zove potencijala tih kruznica. :

- 138. — Sada smo napokon u stanju da rijeSimo ovaj zadatak:

Zadane su dvije krunice k i q u hiperbolitnoj ravnini, koje
nemaju zajednickih tofaka. Konstruiraj os i nulkruZnice pramena
kruznica (K, + K,)), komu pripadaju zadane kruZnice k i q.

Rjedenje: Zajednitka prava sekanta p kruZnica k i g pred-
stavlja os tog pramena, a moZemo je konstruirati prema postupku,
koji smo upotrebili, kad smo odredivali zajednitke totke dviju
kruznica. Odaberemo li na tako konstruiranoj sekanti p po volji -
totku @, pa odredimo polaru s totke @ s obzirom na kruZnicu k, a
totke presjeka polare s i kruZnice k oznatimo sa E i F, onda kru-
#nica g sa sredidtem u tofki @, koja prolazi tolkama E i F, sijede
pravac S,S, u totkama K,K,’, u nulkruZnicama pramena (K, +K,’).
ToZke S, i S, su pravo ili nepravo srediste krufnica k i q. Odrediv&i
tako nulkruinice K, i K,' odredili smo traZeni pramen (K,+4K,’)
jer smo time omoguéili njegovo popunjavanje.
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ETUDE SUR DES CONSTRUCTIONS FONDA-
MENTALES PLANIMETRIQUES DE LA GEOMETRIE
DE LOBATCHEVSKY, PAR DES METHODES
SYNTHETIQUES DE LA GEOMETRIE PROJECTIVE

Par Lav Rajéi¢, Zagreb

Résumé

Dans ce travail on donne un court apercu des constructions
fondamentales planimetiriques de la géométrique de L. dans un
‘plan projectif, tout en se basant sur les propriétés connues de la
‘polarité des coniques.

Dans les N°s 1—6 on traite quelques théorémes connus de la
géométrie projective, dont on se servira souvent dans les N
suivants. '

Le point de départ est le systéme polaire absolue dans un plan
projectif, qui est donné par une conique réélle nondégénérée -—
Yabsolue k (Ne 7).

Chaque pdle P et la ‘polaire correspondante p peuvent étre
considérés, par rapport a l'absolue k, comme le centre et I'axe de
la collinéation centrale involutoire (homologie). La kollinéatiomn
centrale involutoire ainsi définie, avec le pole P et la polaire p, sera
désignée par (Pp) (Ne 8).

Chaque collinéation involutoire centrale (Pp) définit dans le
plan projectif une certaine modification des figures géométriques;
cette modification sera définie comme un déplacement fondamen-
tal dans le plan projectif. Le systéme polaire absolu détermine dans:
le plan projectif co? des déplacements fondamentaux (Pp).

Le déplacement dans le plan projectif produit par deux ou
plusieurs déplacements- successifs sera appelé déplacement général
et nommé O =23 (Pp). Le déplacement général représente une col-
linéation projective.

Les déplacements genéraux O — X (Pp) détérminent le groupe
des déplacements projectifs; le déplacement O = (Pp) 4 (Pp) re-
presente I'identité de ce groupe (Ne 15).

Pour plus de facilité dans l'expression les symboles suivants
ont été introduits pour la droite: Si la droite a coupe l’absolue
dans les points N, et N,, nous écrivons: a== N,N,. Si la droite a

—
est orientée, nous dirons, que la longueur orientée N,N, détermine
——
I'orientation de la droite a, et nous écrivons: a = NN,
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~ Dans les N°s 10, 11, 12, 13 et 14 on donne les constructions
suivantes: . ‘ s .
1° Construire une droite orientée a'== N,'N,’ provenant de.

. e
la droite orientée a — NN, par le déplacement donné (Pp) (fig 1).

20 Déterminer deux déplacements fondamentaux qui dépla-
cent le point T en T’ (figure 2). . )

3¢ Déterminer le déplacement fondamental (Pp) qui déplace-

s —_—
la droite orientée a==N,N, sur la droite orientée a’=N,'Ny’,

5° Etant donnée la droite a = M,M, et le point T, sur elle,
de meme que la droite b= N,N, avec le point T, mais de sorte.
que les points T, et T, se trouvent a T'intérieur de labsolue; dé-
montrer qu'il est possible de déplacer, par deux déplacements fon-
damentaux, la droite orientée a sur la droite orientée b, de facon
que le point T, tombe sur le point T,. ,

On introduit ensuite dans le plan projectif la géométrie mé-
trique (N° 17—19), comme il suit: Afin de pouvoir déterminer dans
le plan projectif le nombre de mesure pour les logueurs et les
angles, on établit d’abord le critérium duquel il est possible de
décider si deux figures géométriques de méme nature sont con-
gruentes ou non. La congruence est definie de la facon suivante:
Si la figure géométrique B ressort de la figure géométrique A par
n’importe quel déplacement appartenant au groupe 0 =2 (Pp),
alors les figures géométriques A et B sont congruentes T'une par
rapport & l'autre. :

Etant donné que le groupe des déplacements generaux O —=
— 3 (Pp) a son élément d'identité il s'ensuit: Si les figures géo-
métriques A et B sont congruentes avec la figure géométrique C,
la figure géométrique A est congruente avec la figure géomeétri-
que B. .

En conséquence de la congruence ainsi définie et a condition
que les nombres de mesures introduits satisfassent les conditions
suivantes: a) Si les longueurs AB et CD sont égales, elles doivent
avoir le meme nombre de mesure, b) Si nous choissons sur la droit

orientée p trois points A, B et C, les nombres de mesure des lon-
—— e e
gueurs orientées doivent correspondre a la relation AB--BC = AC.

On introduit dans les N°s 20—29 le nombre de mesure de la
longuer AB se trouvant sur la droite p—N,N, sous la forme

AB :—“2— In(N, N, AB), u étant un paramétre arbitraire. Du para-

métre u indétérminé nous disposons de fagon que nous puissions
choisir une longueur queleconque comme uniteé de mesure, Si nous
cherchons la longueur RS qui, pour p==1, représente l'unité de
mesure, cette longueur RS est déterminée par la métrique acceptée,
car (N, N, R S)==¢e? Cette unité de mesure s’appelle unité absolue
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de mesure (u=1). Les nombres de mesure ainsi introduits cor-
respondent aux conditions données. A coté de l'unité absolue, le
nombre de mesure de la droite est mi (periode mi).

D’aprés la métrique ainsi définie les points du plan projectif
se divisent en trois parties:

1° Tous les points a I'intérieur de P’absolue sont, appelés point
propres. Les longueurs déterminées par les points propres ont un
nombre de mesure réél (période mi).

2° Les points 4 l'extérieur de l’absolue sont appelés points
impropres. Si la droite, qui joigne deux points impropres, ne coupe
pas labsolue, les longueurs ainsi déterminées ont un nombre de
mesure imaginaire. Si un point est propre et l'autre impropre, le
nombre de mesure de la longueur correspondante est complexe
{période mi).

3° Les points de ’absolue sont appelés pcints a4 l'infini, car
ils représentent pour la métrique prévue des points infiniment
éloignés.

Pour la méme raison nous distinguons deux groupes des
droites:

10 Toutes les droites avec deux points 4 l'infini — droites
propres. :

Toutes les droites avec un, ou aucun point & linfini — droites
impropres.

(Les droites impropres avec 1 point a l'infini se comportent
comme des droites isotropes du plan euclidien).
Dans les N°s 30—34 a été introduit de fagon duale le nombre

de mesure de 'angle a — < ab sous la forme < ab :-;— In (n,n,ab)

et nous aurons: ‘

19 Les droites qui se coupent dans un point propre, forment
un angle 2 nombre de mesure réél (periode 2z). :

20 Les droits qui se coupent sur un point de P'absolue, forment.
un angle i nombre de mesure 0, ce sont par conséquent selon la
métrique acceptée des droites paralléles.

3% Une droite propre et une droite impropre, de méme que
deux droites impropres forment un angle & nombre de mesure
complexe.

4% Les droités perpendiculaires sont détermenées par une paire
de polaires conjuguées de l'absolue et forment 4 angles droits avec

7
le nombre de mesure 2

La géométrie métrique dans le plan projectif, détérminé par
la métrigue ci-introduite, s’appelle géométrie hyperbolique.

Nous n’allons pas étudier ici toutes les figures géométriques
du plan projectif, mais uniquement celles dont les longueurs et les
angles ont un nombre de mesure réél, c'est 4 dire seulement les
figures géométriques a l'intérieur de l'absolue, (Ne 35).
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Les relations entre les points, les droites et entre les points
et les droites a I'intérieur de I'absolue (I’ensemble des points propres:
appartenant a4 une droite coupant I’absolue en deux points distincts
sera appele — »droite«) satisfont tous les groupes d’axiomes de
Hilbert, 2 I'exception de 'axiome des paralléles d’Euclid, qui doit
étre remplace par V'axiome des paralléles de Lobatchevsky (dont il
est question au Ne 49), la géométrie hyperbolique a I'intérieur de
’absolue représente l'interprétation projective de la géométrie de L.

Les considérations ici présentées n’ont pas un caractére axio-
matique. Notre but est, avant tout, d’obtenir les théorémes fonda-
mentaux planimétriques de la géométrie de L. a I'aide des construc-
tign de la géométrie synthétique.

Dans les N°os 36 et 37 nous considéroms les relations entre les
points et les droites et le faisceau de 1r¢ espéce. Dans les N° 38—41
sont traitées les propriétés des droites perpenduculaires et le faisceau.
de 2¢ espéce. Dans le Ne 42 on expose les caractéristiques de la
symétrale de la longueur. On résout ainsi les constructions sui-
vantes:

1¢ Construire une perpenduculaire commune & deux droites
semiparalléles (figure 4). :

2% Construire par le point A une perpenduculaire a la droite p..

3% Construire la symétrale d’une longueur (figure 5).

Dans les Nos 43—44 il est question des symétrales d’angles
opposés, de la symétrale d’'un angle donné et de ses caractéristiques.

Dans les Nos 45—49 il on parle des droites paralleles, des
faisceaux de droites de la 3¢ espéce et de la fonction de L. a=
=1 (a). ‘

Dans les Nos 50—54 sont données les constructions suivantes:

1% Déplacer la longueur AB, qui se trouve sur la droite @ =
== M,M,, sur la droite b= N,N, & partir du point C de sorte que
CD = AB, (figure 9).

20 Construire le centre de la longueur AB (figure 5).

36 Etant donnée la longueur AR, construire la longueur AB —
—2 AR, AD=3AR...

4% Doubler ’angle donné.

Dans le N¢ 55 il est question de la symétrique centrale et des:
triangles centralement symétriques (figure 10).

Dans les N°s 56—58 on mentionne la symétrie axiale et les
figures axialement symetriques. En méme temps on obtient les
propriétés caractéristiques des triangles isoctles et equilatéraux par
rapport aux angles et aux hauteurs (figure 11).

Dans les N° 59—60 on mémontre par une construction syn-
thétique que la somme des angles d'un triangle et moindre de .
On le demontre d’abord pour un triangle rectangle (figure 12), en
se basant sur le caractére de l'involution hyperbolique, c’est & dire
que ses paires de points associés ne se divisent pas.
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~ Dans les Nos 62——63 sont présentées cing régles sur la con-
gruence des triangles.

Dans les N°s 64—67 sont présentées les constructions des points
correspondants selon la definition: Si la droite ¢ d’'un faisceau
donné (de 1re, 2¢ ou 3¢ espéce) est déplacée i ’aide du déplacement
fondamental (Pp) sur la droite @’ du méme faisceau, alors nous.
appellerons correpondants les points associes sur les droites a et
a’ (figure 13, 14 et 15). '

A T'aide de ces constructions il est possible de construire des
cercles. Dans les N°s 68—83 on analyses leurs propriétés caracté-
ristiques en se basant sur la définition: Le lieu géométrique des
points des droites du faisceau (de 1r¢, 2e ou 3¢ espéce), qui corre-
spondent avec un point donnée, s’appelle cercle (de 1re, 2¢ ou 3°
espéce). Les cercles sont étudiés & laide de leurs constructions
(figure 16, 18, 19 et 20). Il s’ensuit que la collinéation centrale, qui
2 son centre au centre du cercle et son axe dans la polaire de ce
centre par rapport i l'absolue, déplace Iabsolue dans le cercle
donné. Par conséquent, au sens projectif, 'image des cercles sont

a

des coniques qui touchent l’absolue en deux points & savoir:

1° Le cercle de 1r¢ espéce en deux points imaginaires.

90 Te cercle de 2¢ espéce en deux points rééls différents.

3¢ 1e cercle de 3¢ espéce en deux points rééls qui coincident.

Les cercles de 2¢ espéce ont leurs centres dans un point impro-
pre, les cercles de 3¢ espéce dans un point a Uinfini. Si les points
du cercle se trouvent a lintérieur de l'absolue, le cercle s'appelle
propre. Si tous les points du cercle sont a l'extérieur de I'absolue,
le cercle s’appelle impropre. On demontre enfin, que tous les cercles
de 3¢ espéce sont congruents 'un par rapport a Pautre. Les cercles
concentriques autour d'un centre donneé détérminent, du point de
vue projectif, un faisceau de coniques, parmi lesquelles figure aussi
1’absolue.

" Dans les Nos 84--85 nous considérons le cas ou l’absolue,
d’abord sous la forme d’ellipse, grandit et en passant la forme
parabolique et hyperbolique, dégénére en une droite double. En
méme temps par ce fait la métrique hyperbolique se transforme
en métrique euclidienne. '

Dans les N°s 86—87 nous considerons la rotation de 1r¢, 2¢ et
3¢ espéce et résolvons ce probleme: Construire le lieu géométrique
des droites qui forment avec une droite donnée un’ angle constant
donné. (Ces droites envelopent un cercle impropre de 2¢ espéce,
figure 21). )

Dans les Nos 88—89 on traite les cercles circonscrits 4 un trian-
gle donne et on démontre les théorémes suivants:

19 La symétrale du coté d'un triangle est perpenduculaire a
Ja médiane opposée (figure 22). '
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20 Par les points de chaque triangle passent 4 cercles, I'un
est de la 1re ou 3¢ espéce, les trois autres sont de la 2¢ espéce. Le
centre du cercle de 1re ou 3¢ espéce qui’ est circonscrit au triangle,
est le point d’intersection des symétrales de cotés du triangle. Les
centres des autres trois cercles de 2¢ espéce sont les pdles des mé-
dianes du triangle donné par rapport a I'abselue.

Dans le N¢ 91 on démontre que les symétrales des angles oppo-
sés de cotés du triangle donné se coupent en 4 points et que ce sont
les centres des cercles de 1re, 2¢ ou 3¢ espéce inscrits dans le
triangle donné.

Dans les N°¢ 92—93 on demontre, que les hauteurs d'un trian-
gle appartiennent 3 un faisceau de droites de 1re, 2¢ ou 3¢ espéce,
et que les points pédaux des hauteurs sont des points propres.

Ensuite on étudie dans les Nos 94—95 par construction l'egalité
du triangle par rapport 4 la surface, resp. le défaut (figure 23).

Dans les N° 96—97 les triangles asymptotiques sont étudiés.
On démontre d’abord que les triangles triplement asymptotique
sont congruents enire eux et qu’ils possédent une surface définie.
A cet effet on considére le triangle simplement asymptotique ABN,
qui se transforme par la-méthode de l'exhaustion selon Liebmann
au quadrilatére AA’A,’A, (figure 24). -

Dans les Nos 103—110 on traite le triangle rectangle, de méme
que son quadrilatére associé et on considére leurs caractére déter-
minatif mutuel. On construit le quadrilatére ADEF associé au trian-
gle rectangle ABC, (figure 25 et 26), et ensuite, 2 1'aide de séries
de points et de faisceaux de droites projectifs, on détermine les
cotés du quadrilatére 4 laide des éléments du triangle rectangle
donné. A la fin on mentionne la régle d’Engel sur la chiin de
triangles rectangles, qui appartiennent au triangle ABC donné.

Dans les N°¢ 111—123 les constructions suivants sont résolues:

1° Construire les points' d’intersection d’une droite et d'un
cercle, dont le centre et un pomt de la circonference sont connus
(hgure 27).

20 Construire le pdle d’'une droite par rapport & un cercle
donné. ‘

3° Construire les points communs de deux cercles (figure 28).
Ce probléme consiste en la construction des points communs de
deux coniques qui touchent 1’absolue en deux points.

4° Probléme dual: Construire les tangentes communes & deux
cercles (figure 29).

Dans les N°s 124—131 sont donnés les constructions du triangle-
en partant de ses éléments donnés a l'aide des cinq régles de con-
gruence des triangles. Si le triangle ABC est donné selon la 3¢
regle, c’est a dire par le coté AB=—=c et les angles L A=—14,
<X C =1y, ce triangle est costruit comme il suit (figure 30): Toutes
les droites qui ferment 'angle » avec la coté AC, enveloppent un



120 Lav-Rajéi¢, Zagreb,

cercle impropre de 2¢ espéce. La tangente tirée du point B sur
ce cercle, coupe le coté b dans le point C. Si le triangle ABC est
donné par la 5¢ regle, par les angles < A=, <B=yu, <C=y,
.ce triangle est construit comme il suit: On dessine l’angle A=
——J) =< bc. Toutes les droites qui ferment avec la droite ¢ 'angle
u enveloppent le cercle k, impropre de 2¢ espéce; et toutes les
droites qui ferment avec la droite b l'angle v, enveloppent un
cercle impropre k,” de 2¢ espéce. Les tangentes communes des cer-
cles k, et k,’ déterminent deux triangles centralement symétriques
congruents aux angles 4, u et ».
Finalement, les Nos 137—138 est étudié le faisceau de cercles
4 deux points fondamentaux tééls A et B; 4 deux points fonda-
mentaux rééls coincidants A = B; et enfin i deux points fondamen-
taux imaginaires.

Dans le faisceau 4 deux points fondamentaux reels les cercles
peuvent &tre divisés en deux parties: Les cercles avec leurs centres
——
sur la symétrale s, de la longueur AB, et les cercles de 2¢ espéce
——
avec leurs centres sur la symetrale s, de la longueur BA (figure 32).

Dans le cas A = B, les cercles dont les centres sont sur la
polaire s, du seul point fondamental 4, dégénérent en droites, c’est
4 dire en ligne-zéro,

Aprés cela on étudie encore le faisceau avec des points Tonda-
‘mentaux imaginaires (figure 33) et on arrive a4 ce théoréme: Chaque
point sur la sécante commune de deux cercles (la sécante coupe
les cercles dans des points rééls ou imaginaires) a par rapport a
:ces ‘cereles la méme longueur des tangentes ou la méme puissance.

On repande ensuite.2 la questmn comment construire un cer-
cle qui passe par un point donné et qui appartient au faisceau
déterminé par deux de ses cercles (les points d’mtersectmns des
<ces cercles pouvant étre rééls ou lmagmalres)



