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Einfiithrung

Eine besondere Stelle in der Flichenklassifikation nehmen
diejenigen Flichen ein, die den absoluten Kegelschnitt enthalten.
Die Erzeugungsarten solcher Flichen kénnen sehr verschieden
scin. Sie konnen z. B. mittels der bekannten Mobiusschen quadra-
tischen Inversion erhalten werden (der allgemeinen oder gewdéhn-
lichen), oder auch als Fusspunktflachen. In der letzten Erzeugungs-
art werden aus einem beliebig gewilten Pol die Normalen auf die
Tangentialebenen einer Fliche getillt. Die o? Fusspunkte dieser
Normalen auf den Tangentialebenen bilden, wie bekannt, eine
Fusspunktfliache.

Eine Fusspunktiliche kann auch auf folgende Weise erzeugl
werden: Man betrachte eine Kongruenz n-ter Ordnung und m-ter
Klasse und einen Punkt P als Pol. Jeden Strahl dieser Kongruenz
schneidet eine auf diesen Strahl senkrechte und den Pol ent-
haltende Ebene im Fusspunkt dieses Strahles. Alle derartigen oo®
im Raum stetig liegenden Fusspunkte bilden die Fusspunkifliche
dieser Kongruenz. In dieser Arbeit wird die Ordnung einer der-
artigen Fusspunktfliche bestimmt, und es werden die Fusspunkt-
flichen der linearen Kongruenzen etwas n#éher betrachtet. In
diesen Betrachtungen werden wir uns einer speziellen kubischen
Transformation bedienen, {iber die spéiter ausfithrlicher gesprochen
wird.

1.

Die Kongruenz n-ter Ordnung und m-ter Klasse bezeichne
man mit K(rm). Un die Ordnung der Fusspunktfliche dieser
Kongruenz fiir einen gegebenen Pol zu finden, missen wir das
Folgende tun: Eine Gerade I, die ganz beliebig angenommen wird,
wird diese Fusspunktfliche in Punkten schneiden, deren Anzahl
der Ordnung dieser Fusspunktfliche gleich ist. Man nehme die
Gerade | als Leitgerade eines linearen singuldren Komplexes an.
Dieser Komplex und die Kongruenz K (nm) haben eine Regel-
fliche (n + m)-ten Grades gemein, die die Gerade 1 als eine
n-fache Linie enthidlt. Da die Erzeugenden dieser Regelfliche
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Strahlen der Kongruenz K (nm) sind, muss die Fusspunktkurve
dieser Regelfliche und des Pols P auf der gesuchten Fusspunkt-
flache liegen. Es sei diese Fusspunktkurve mit k, bezeichnet. Wie
bekannt ist die Fusspunktkurve einer Regelfliche r-ten Grades
2r-ter Ordnung [1]. Um die Ordnung der gesuchten Fusspunkt-
fliche zu finden, muss also die Zahl der Schnittpunkte der n-fachen
Leitgeraden der Regelfliche (n 4 m)-ten Grades mit der erwihnten
Fusspunktkurve k, gefunden werden. Die Fusspunktkurve einer
Regelfliche (n+m)-ten Grades ist 2(n + m)-ter Ordnung. Es
schneidet also jede Ebene der Geraden [ die Fusspunktkurve k.
in 2(n+ m) Punkten. In jeder Ebene der Geraden ! befinden sich
aber m Strahlen der Kongruenz K(nm), und deswegen werden
m  Schnittpunktie von den erwdhnten 2(n -+ m) ausserhalb der
Geraden ! liegen. Die Gerade 1 schneidet also die Fusspunktkurve
kp in 2n +m Punkten, und hieraus folgt der folgende

Satz 1. Die Fusspunktfliche einer Kongruenz n-ter Ordnung
und m-ter Klasse ist (2n + m)-ter Ordnung.

Jeder Punkt des Raumes enth&lt n Strahlen der Kongruenz
K (nm). Wie bekannt, ist die senkrechte Lage im Endlichen durch
die Polaritet beziiglich des absoluten Kegelschnittes bestimmt. Es
folgt also, das der absolute Kegelschnitt eine imaginire m-fache
Kurve der Fusspunktfliche der Kongruenz K (nm) ist. Ausser dem
absoluten Kegelschnitt befinden sich in der Fernebene auch m
Strahlen der Kongruenz K (nm), die auch auf der betrachteten
Fusspunktfliche liegen. Die Schnittkurve der Fernebene mit der
betrachteten Fusspunktfliche besteht also aus dem n-fachen abso-
luten Kegelschnitt und m Strahlen der Kongruenz K (nm). Da
der Pol P auch n Strahlen der Kongruenz enthilt, muss der Punkt
P ein n-facher Punkt der betrachteten Fusspunktfliche sein.

2.

Mittels der Ordnung und der Klasse der gegebenen Kongruenz
konnten wir, wie gezeigt, die Ordnung ihrer Fusspunktfliche und
die beschriebenen Eigenschaften dieser Fliache finden, aber keine
andere in diesem allgemeinem Fall der gegebenen Kongruenz.
Wir werden uns jetzt mit den Fusspunktflichen der linearen
Kongruenzen beschiftigen, die dritter Ordnung sind, und die
schon bisher auf andere Weise untersucht und bekannt sind. Auf
Grund unserer Erzeugungsart werden wir die 27 Geraden dieser
Flédchen finden und eventuelle Doppelpunkte und Systeme ihrer
Kegelschnitte betrachten.

Es besteht eine kubische Raumtransformation, die uns bei der
Untersuchung unserer mittels der linearen Kongruenzen entsian-
denen Fusspunktflichen 3. Ordnung helfen wird. Diese kubische
Raumtransformation erhidlt man mittels einer Fliche &2 2. Grades
und einer linearen Kongruenz auf folgende Weise: Man nimmt
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ausser Fldche und dieser Kongruenz eine beliebige Ebene an.
Jeder Strahl der linearen Kongruenz schneidet diese Ebene in
einem Punkt, zu dem beziiglich der gegebenen Flidche 2. Grades
auf demselben Strahl ein konjugiert zugeordneter Punkt gehort.
Der Schnittpunktmenge aller Sirahlen der Kongruenz mit der
gegebenen Ebene ist so eine neue stetige Punktmenge zugeordnet,
die eine Flidche 3. Qrdnung bildet [2]. Um uns bei der Betrachtung
unserer Fusspunktflichen linearer Kongruenzen dieser kubischen
Transformation bedienen zu konnen, werden wir anstatt der allge-
meinen Fliche @? 2. Grades einen isotropen Kegel nehmen, der
den Scheitel im Pol P hat. Es sei anstatt der Fliche &* zuerst ein
reeller Kegel K 2. Grades genommen, Ein reeller Punkt T enthalt
einen Strahl der linearen Kongruenz, der die” Polarebene des
Punktes T beziliglich dieses Kegels in einem Punkt Tk schneidet,
der das Bild des Punktes T in dieser Transformation ist. Wie schon
erwahnt, ist die senkrechte Lage im Endlichen durch die polare
Zuordnung bezliglich des absoluten Kegelschnittes in der Fernebene
definiert. Auf Grund dessen folgt also, dass die den Pol enthaltende
und auf einen Strahl senkrecht stehende Ebene die Polarebene des
Fernpunktes dieses Strahles beziiglich des isotropen Kegels mit
dem Scheitel im Pol P ist. Es gilt also

Satz 2. Die Fusspunktfliche einer linearen Kongruenz ist
eine Fldche 3. Ordnung, die mittels kubischer Inversion durch
Transformation der Fernebene enstanden ist, wobei die Grund-
fliche der kubischen Inversion der isotrope Kegel des Transforma-
tionspols ist, und die Transformationsstrahlen als Strahlen zu einer
linearen Kongruenz gehdren.

Bei der erwihnten kubischen Inversion bestehen in der Ebene,
die in die Flidche 3. Ordnung transformiert wird, besondere Ele-
mente, die durch die kubische Transformation in die Geraden der
transformierten Fliche abgebildet werden. Dies sind die Schnitt-
punkte P; und P2 dieser Ebene mit den Leitgeraden py, p2 der
gegebenen linearen Kongruenz, und die wvier Schnittpunkte dieser
Ebene mit der bekannten Raumkurve 4. Ordnung =4, die mit A, B, C
und D bezeichnet seien [2]. Die Bilder der Punkte Py, Ps, A, B, C
und D sind Gerade der betrachtefen Fusspunktfldche. Durch je finf
dieser sechs Punkte ist ein Kegelschnitt bestimmt, deren Bilder
weitere sechs Gerade auf der erwihnten Fusspunktfldche ergeben.
Die fiinfzehn Verbindungsgeraden je zweier dieser seghs Punkte
transformieren sich in die fiinfzehn {ibriggebliebenen Geraden
unserer Fusspunktfliche 3. Ordnung, da es, wie bekannt, auf einer
allgemeinen Fliche 3. Ordnung 27 Gerade gibt40ffenbar brauchen
in der unserem Fall angepassten kubischen Transformation alle
erwihnten besonderen Elemente der gegebenen Ebene nicht reeil
zu sein. Die Raumkurve =* 4. Ordnung ist ganz imagindr, und
dadurch selbstverstindlich auch die Punkte A, B, C und D, die in
zwei Paaren konjugiert imaginar sind, also auf zwei reellen Geraden
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liegen. Es folgt weiterhin, dass auch die durch die kubische Trans-
formation gewonnenen Bilder auf der Fusspunktfliche, die diesen
imagindren Elementen zugeordnet sind, auch imaginir sein werden.
Von den 27 reellen Geraden sind in den betrachteten Fallen nur
einige reell.

3.

Man betrachte zunichst die Fusspunkifliche der linearen
hyperbolischen Kongruenz K. Die Leitgeraden pi, pz dieser Kon-
gruenz werden reelle Geraden der erzeugten Fusspunkifliche sein.
Die Fernpunkte dieser Geraden seien mit P; und P: bezeichnet.
Durch die vier imagindren Punkte A, B, C, D sind nur zwei reelle
Verbindungsgerade bestimmt, und reell sind die zwei Kegelschnitte
(P1 ABCD) und (P2 ABCD), wie auch die Verbindungsgerade PiPs:.
Man bekommt also auf diese Weise eine Fliche 3. Ordnung mit 7
reellen Geraden. Die gegebenen reellen Leitgeraden pi, p2 sind
Bilder der Kegelschnitte (P ABCD) und (P: ABCD). Der Punkt P,
wird in diejenige Gerade a transformiert, welche Schnittgerade der
dem Punkt P; beziiglich des isotropen Kegels des Pols P zugeordne-
ten Polarebene und der Ebene des Punktes Py und Geraden p2 ist.
Diese Gerade a ist die Fusspunktreihe derjenigen parallelen Kon-
gruenzstrahlen, die sich in der Ebene der Geraden pz hefinden,
welche mit der Geraden p; parallel liegt. Dem Punkt Py ist auf
dieselbe Weise eine Gerade b zugeordnet, die in der Ebene des
Punktes P; und der Geraden p; liegt. Die Verbindungsgerade P; Pz
bleibt invariant in dieser kubischen Transformation, liegt also auf
der Fusspunktfliche und ist der Fernstrahl der gegebenen hyper-
bolischen Kongruenz. Die reellen Verbindungsgeraden der Punkie
A, B und C, D ergeben auf der erzeugten Fusspunktflache die Gera-
den ¢ und d, die sich in einem Punkt schneiden, und beide schnei-
den auch die Gerade P;Ps. Diese zwei Geraden bilden auf der
erzeugten Fusspunktfliche 3. Ordnung eines ihrer bekannten Drei-
seite [2]. Ein weiteres Dreiseit dieser Flidche bilden die Geraden
a, p2 und P;Ps, und ein drittes die Geraden b, py und P;Ps. Die
Ebenen der Geraden PiPs schneiden unsere Fusspunktfliche 3.
Ordnung in Ellipsen, die in drei dieser Ebenen in Dreiseite zerfal-
len (zwei Gerade und die Gerade PjiP2). Eine derartige Flache
gehort, der Schlaflischen Klassifikation nach, zur dritten Art. Alle
die Geraden a, b, ¢, d, p; und p2 enthaltenden Ebenen schneiden die
erzeugte Fusspunktfliche nur in Kreisen.

Da der Pol P nur einen Strahl der hyperbolischen linearen
Kongruenz enthilt, kann der Pol P nur ein reguldrer Punkt der
erzeugten Fliche sein. Die Fernkurve dieser Fusspunktfliche zer-
fallt in die Gerade P{P: und den absoluten Kegelschnitt, da dieser
auf allen Fusspunktflichen liegt. Es gilt also folgender

Satz 3. Die Fusspunktfliche einer linearen hyperbolischen
Kongruenz ist eine Fliche 3. Ordnung die den absoluten Kegel-
schnitt und sieben reelle Gerade enthdlt.
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Im Falle einer elliptischen linearen Kongruenz ist die Fuss-
punktfldche selbstverstindlich auch 3. Ordnung und enthilt den
absoluten Kegelschnitt. Die Leitgeraden py, p» der elliptischen
linearen Kongruenz K, sind konjugiert imagindre Gerade zweiter
Art, deren konjugiert imaginire Fernpunkte Pj, P2 auf dem reellen
Strahl dieser Kongruenz K, in der Fernebene liegen. Deswegen hat
die Fusspunktfliche der elliptischen linearen Kongruenz K, nur
drei reelle Gerade. Diese drei Geraden sind die Inversionsbilder
der reellen Verbindungsgeraden P;Ps, AB und CD der sechs imagi-
ndren besonderen Punkte in der Fernebene. Diese drei reellen
Geraden ¢, d und P;Ps bilden das einzige reelle Dreigeit dieser
Fusspunktfliche. Durch die Ebenen der Geraden PPy wird diese
Flache 3. Ordnung in Ellipsen geschnitten, wihrend die Ebenen
der Geraden ¢ und d diese Fliche in Kreisen schneiden. Der Pol P
ist auch hier ein reguldrer Punkt der erzeugten Fliche, und es gilt
also hier der folgende

Satz 4. Die Fusspunktfliche einer linearen elliptischen Kon-
gruenz ist eine allgemeine Fldche 3. Ordnung, die den absoluten
Kegelschnitt und drei reelle Gerade enthilt.

Der Schléflischen Klassifikation nach gehért diese Fliche zur
4. Art.

Die parabolische lineare Kongruenz K, hat nur eine, aber
zweideutige Leitgerade p (die Leitgeraden p1, pe fallen hic- in die
Leitgerade p zusammen). Auf Grund dessen und der beschriebenen
kubischen Inversion folgt, dass die Fusspunktflache einer derartigen
Kongruenz einen Doppelpunkt haben muss. Die Fernpunkte Py, P»
fallen hier in den Fernpunkt der Leitgeraden p zusammen, und das
Bild dieses Punktes ist eine zweideutige Gerade @ einer derartigen
Fusspunktfldche. Diese Gerade « ist die Polare des Fernpunktes der
Leitgeraden p in derjenigen Ebene, die den Fernstrahl der Kon-
gruenz K, und die Leitgerade p enthilt, aber beziiglich des isotropen
Kegels des Pols P. Diese Gerade « ist die Fusspunktreihe der mit
der Leitgeraden p parallelen Strahlen der Kongruenz K,. Der
Schnittpunkt T der zweideutigen Geraden « und p ist ein Doppel-
punkt der erzeugten Fusspunktfliche der parabolischen linearen
Kongruenz K,. Die anderen vier zweideutigen Geraden des Doppel-
punktes T sind imaginir. Der Fernstrahl der Kongruenz K, ist eine
gewdhnliche Gerade der gennanten Fusspunktfliche, und die reellen
Verbindungsgeraden AB, CD ergeben weitere zwei reelle Gerade
dieser Fldche. Auch hier ist der Pol P ein regulédrer Punkt dieser
Fliche, deren Fernkurve auch hier in den absoluten Kegelschnitt
und in den Fernstrahl der Kongruenz K, zerfillt.

Die den Fernstrahl enthaltenden Ebenen schneiden diese Fuss-
punktfliche auch hier in Ellipsen, wihrend die Ebenen der anderen
zwel Geraden, so wie in den zwei anderen Fallen, diese Fliche in
Kreisen schneiden. Es gilt also auch folgender
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Satz 5. Die Fusspunktfliche einer linearen parabolischen
Kongruenz ist eine allgemeine Fliche 3. Ordnung mit einem Doppel-
punkt, die zwei zweideutige und drei eindeutige Gerade enthdlf.

4.

Wenn wir den Pol P innerhalb der drei linearen Kongruenzen
in einer besonderen Lage wihlen wollten, kénnte man als Fuss-
punktflichen neue Arten der Flichen 3. Ordnung erzeugen, die
ausserhalb der beschriebenen Eigenschaften noch weitere bekannte
interessante Singularititen und Eigenschaften hétten, und dadurch
konnte man hier auch andere bekannte Arten der Flichen 3.
Ordnung finden. Das soll aber in dieser Arbeit nicht behandelt
werden.
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NOZISNE PLOHE LINEARNIH KONGRUENCIJA
Eduard Kranjtevié, Zagreb
Sadrzaj

U radu se najprije istrazuje red ploha koje prolaze apsolutnom
konikom, a nastale su kao noZzisne plohe kongruencija n-tog reda
i m-tog razreda. Red takove plohe je 2n + m. Zatim se istraZuju
nozigne plohe linearnih kongruencija koje su dakako 3. reda. U
slu¢aju hiperboli¢ne kongruencije takva ploha ima sedam realnih
pravaca, u slutaju elipti¢ne kongruencije ima tri realna pravca, dok
u sludaju paraboli¢ne kongruencije ima jednu dvostruku tatku, dva
realna dvoznaéna praveca i tri obi¢na. Pri tom istrazivanju primi-
jenjena je prostorna kubna inverzija D. Palmana [2].



