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GRAFICKO ODREDENJE HIPERBOLICKOG
KUTA U KLEINOVOM MODELU I JEDNO
IZVODENJE LAGUERREOVE FORMULE

BRANKO KUCINIC,
Zagreb

U literaturi [2] poznato je stereometrijsko provodenje veze
Kleinovog i Poimcaréovog modela ravnine Lobolevskoga.
Kleinov model hiperbolicke ravnine uzmimo u njegovoj naje$éoj formi na jedinicnoj
kruZnici c:
(1) Cov. X24p2m1=0.

Neka je ravnina = Kleinovog modela dirna ravnina kugle % u juZnom polu S.
a diralifte neka se podudara sa ishodiStem pravokutnog Kartezijevog koordinatiog
sustava ravnine 7. Projicirajmo sad negativiiom ortogonalnom projekeijom ravning =
na juznu polukuglu %K. Ovo projiciranje ¢ zahvatit ¢e samo realne dijelove hiper-
bolicke ravnine iz Kicinovog modela (ravnina Lobacdevskog), dok ¢e idealni dijelovi
biti izgubljeni. Apsoluta ¢ projicirat ée se u ekvator e kugle %, totke ¢ estati u
obignom smislu, a realni dijelovi pravaca dat ée na juZnoj polukugli polukruZnice
okomite na ekvator. Geometrijske su relacije pri ovom projiciranju jasue, te posti-
Zemo Kleinov model na polukugli.

U slijedeéem koraku centralnom projekcijom y preslikat ¢emo juZnu pelu-
kuglu % iz sjevernog pola N pomovno u raviinu = (stercografska’ projekeija).
Apsolutom postaje kruznica §:

2) 5., x24y2—4=0,

a realni dijelovi A-ravnine preslikavaju se u unutra¥njost kruZnice s. Na ostovi
svojstava stereografske projekeije lako je zakljuditi da smo kompozicijom presli-
kavanja ¢ i y postigi Poincaréovu interpretaciju ravnine Lobacev-
skog gdie se kut dvaju /s-pravaca pokazuje u originalnoj veliCini.

Ako ovu stercometrijsku transformaciju promatramo u tlocrtu na ravnini =,

lako je uoditi jednostavnu moguénost grafiSkeg odredenja hiperbolitkog kuta u
Kleinovom modelu (sl. 1). b
Kleinovi A-pravei:

3

B, qu-l—vly'—- 1=0,
g .. ugxtvey—1=0,
gdje su uf i vi Deltramijeve praviaste ‘koordinate, tj. to¢kovne koordinate pola
pravca u odnosu na apsolutu ¢, zatvaraju kut ¢, koji je slika hiperboli¢kog kuta o.
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Prelaz na Poincaréov model grafitki je vrlo Jednostavan a Pumcareow h-pravei
(kruzmce P, q) zatvaraju upravo kut q:

Siika 1

Etl_]e pojednostavljenje ove konstrukeije pokazano je na slici 2. Potrebno
je ravi inu Lobagevskog sa Poincaréovom kruznicom s (polumjera R=2) stegnuti
na podrudje jedini¢ne kruZnice ¢. Jednostavno je uoCiti da se za ova lslraa\»anja
bitni geometrijski odnosi ne mijenjaju. Vrl}ednost ove f\D]‘lShU}\CUC ofita je i iz
stereografske projekcije 3y, ako se ova izvr$i De na raviinu 7 nego na ravuinu
ekvatora e, pa se onda te dvije ravnine promatraju sjedinjene, tj. u tloertu’ (sl 2).

Kut ¢ iz Kleinovog modela moZe se dobiti, inage, izrazom
' 1

(4) @=EMQQHQ,

gdje su u dvomueru oznakama t4 oznaccne imaginarne tangente povudene na
apsolutu ¢ iz realnog sjeciita prdvaca p',q'. lzraz (4) poznata Jc Laguerrcova formu/a,
a sredstvima eclementarne analititke geometrije lako je ovaj izraz izvesii iz pret-
hodnih konstrukcija (sl. 1):

: Hiperbolitki kut ¢ $to ga zatvaraju pravci p i ¢ kongruentan je euklidskom
kutu ¢ kruZnica:

oo = 202 (y— 202 — A2 v 2— 1) =0,
(x~2u2)2+<y~2v2)2 - 4(ug2-v2—1)=0.

®)
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Iz izraza za kut dviju kruZnica slijedi:
i, +v vy —1
Vul+v2=1)ut+v,> =1

© . - cos@=

)

2 P(“uul)
Slika 2

a to je, takodel poznat izraz za mjeru hiperbolickog kuta pravaca iz Kleinovog
‘modela uz pomo¢ njihovih prav€astih koordinata. U literaturi se mogu naéi [1]
prikladne transformacije koje omogucavaju da se izraz (6) prevede u (4).
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GRAFISCHE BESTIMMUNG DES HYPERBOLISCHEN WINKELS IM
KLEINSCHEN MODELL UND EINE HERLEITUNG DER
LAGUERRESCHEN FORMEL

BRANKO KUCINIC, Zagreb

Der bekannte stercometrische Zusammenhang zwischen dem Kleinschen und Poincareschen
Modell [2] ist im Grundriss zu betrachten, wodurch man diec Moglichkeit ciner konstruktiven
Bestimmung des hyperbolischen Winkels erhilt (Abb. 1). Eine Vercinfachung dieser Konstruktion
ersicht man aus Abb. 2. Die Laguerresche Formel (4) oder der Ausdruck (6) lisst sich aus diesen
zwei Konstruktionen durch einfache” analytische Hilfsmittel herleiten.
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