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Neka su ®-model [5] i Kleinov model hiperboli¢ne ravnine smjesteni
u istoj ravnini w i neka je dan zajedniCki pravokutni Kartezijev koordinatni
sustav (OXY), odnosno (0. %, 7) za oba podruc¢ja. Kleinova kruznica (ap-
solutna) neka u Beltramijevim koordinatama ima jednadzbu

§ori X0 YE—1 =0, )

Polazedi od ideje iznesene u Uvodu [5], formirajmo elemente poop-
¢ene kvadratne inverzije [7] koja ée nam vizuelno iz Kleinovog modela dati
opéenitu ®-figuru [5]. Trebat ¢e dakako pokazati da ovakim preslikavanjem
(O-figura postaje ®-model geometrije hiperboli¢ne ravnine.

Uzmimo tacke

{F(O,—l); G(_ "i23_, ;) H(l'; ; é)}{s (2)

za temeljne take poopcene kvadratne inverzije s tim da su pravci

FG=1y...n+

1

FH-/2...'q~---._]3i+1:0 (4)
"

tangente temeljne konike, ¢ koja jo¥ neka prolazi tatkama {M, (— 1, 0);
M, (1, 0)} € 5. Polara pola £ s obzirom na koniku ¢ ima jednadZbu

fot =0 (5)
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Za ovako odredenu temeljnu koniku nalazimo jednad’bu
' 2 | ol -
C... 88454+ 2n—1 =0, (6)

Ova metricka razmatranja od sporednog su znaaja, ali izabrane su
ovakve veli¢ine radi jednostavnijeg racunanja. Buduci da je poopéena in-
verzija tockovno preslikavanje i dano (po definiciji) kroz pridruZenje konju-
giranih to¢aka na pravcima pola F [7]. klao je naéi analititke izraze ove tran-
sformacije (uz unapomenu da se radi o involutornom preslikavanju):
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dakle. jednadzbu krivulje 4. reda koja je degenerirala u pravce (3), (4), (5)
1 pravac =0, tj. 0s Z. Da ¢e ova degeneracija uslijediti bilo je ajsno iz same
definicije poopéene inverzije [7]. pa za sliku Kleinove kruznice s’ uzimamo
os £. Da se ne narusi jednoznac¢nost preslikavanja, smatrat ¢emo da se tacka
G = 5" preslikava u G"=FG %, tacka Hu H'=FH (%, a tatka F u beskonad-
no daleku tacku osi 2. Buduéi da se tacka preslikava u tacku, odmah je jasno
da se u ®-modelu susreéemo s incidencijom u obi¢nom smisu, a pseudotacke
dane su umjesto konikama njihovim U-slikama [5], koje moZemo nazvati
reprezentaniima. No ovu je incidenciju lako prevesti u oblik incidencije opce-
nitog ®-modela na osnovu pogodnih lema u ([5] (t. 1)).

Ako su (U, V) Beltramijeve pravéaste koordinate, tada relacija inci-
dencije u Kleinovem modelu ima oblik

UX+VY¥—1=0, (12)
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a to je zapravo jednadzba pravca, odnosno tacke [2]. Primjenom relacija
(9) i (10) na (12) dobivamo pseudopravac P-modela:

gt allen s @92l ¥on=0, (13

dakle, koniku za koju je lako provjeriti da prolazi tackama (2) 1 da sijece
os £ ukoliko je pravac (12) realan, tj. ukoliko taj pravac sijefe realno apso-
lutu (1). Krajevi pseudopravea (13) su tacke P, (1, 0) 1 Py (v, 0), tj. njegova
sjecidta s osi %, a velid¢ine (1, v) moZemo smatrati pravéastim koordinatima
M-modela. Iz (13) izlazi:

_ M=V —T1 (14)

bt VBT

. et (15)
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te tako dobiamo transforamciju (7)—(10) izrazenu pravéastim koordinatama.

U kakvom su odnosu izometrije hiperboli¢ne ravnine u oba ova mo-
dela? U ®-modelu promotrimo izometriju s obzirom na Cuvanje kongruen-
cije kuta, Budu¢i da je ovaj model direktno graden na m-interpretaciji Bilin-
skog i bududi da se pokazuje [1] da je izometrija dana projektivitetom. mo-
Zemo izometricku transformaciju hiperboliéne ravnine pisati jednadzbama
projektiviteta:

vu + 8
W= i FB (18)
s, I B ¢
. e (19
uz uvjet
x
D= |2 U, (20)
'\{ Lo

Primjenom transformacija (18) i (19) na izraze uv i u--v slijedi:

uy = fl (“",", 1," | 1"): u + s j‘ﬂ (ll’ 1", li’ "l_' 1"). (21)
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Iz (14) i (15) izlaze relacije:

YW1 2 oY=, ol
w‘v-:—\’):"%_—i-. v =y+1 u'y =—-§§, iy +1 Rk (22)

Postupak (22) — (21) daje nakon rjeSenja po u i v:

Lir A F:
1) _ auﬁ ﬂu\' *'C{zq (23)
' f":n@I "+ agV -+ ag ’
V= W+ al) "+ sy (24)
an\ + a:zz\vlr +ay
gdje je
aiy = £ BY) vz 1,7 =1,2,3; v=1...9, (25)

Izometrija ®-modela inducira, dakle, u Kleinovoj slici projektivne trans-
formacije (23). (24). Veli¢ine a;; su odredene s Cetiri homogene veli¢ine
(vezane relacijom (20)), dakle je grupa ovih transformacija troclana. Kako
je potpuna grupa projektivnih transformacija 8-Clana, ovdje se radi o iz-
viesnoj podgrupi grupe projektivnih transformaaija, s tim da za izraze ay
vrijedi odreden broj relacija, kojima oni stoje u medusobnoj vezi. Na primjer:

A+ ay—ay=4D(j=1,23) |
g e — By i =0 (=, 2 Je=, B T

)

(26)

gdie je D iz (20).

Izometrija Kleinove ravnine zaista je dana troflanom grupom tran-
sformacija. Ako transformacije (23), (24) znace ovu izometriju, mora biti
zadovoljena bitna kaarkteristika grupe — djelovanje na apsolutu je identitet.
Apsoluta (1) u Beltramijevim prav€astim koordinatama ima jednadZbu

M(z i\y/% — ] =B, (27)

Transformiramo li apsolutu (27) s (23) i (24), izaci ¢e primjerom (26) i (20)
lzraz |

e +\f2 —1=0. (28)

Prema tome, izometrija ®-modela odgovara izometriji Kleinove ravnine,
a to je izometrija hiperboli¢ne ravnine. Preslikavanje (7)—(10), je dakle hi-
perbolicki izometriéno za geometrije tih dvaju modela. Pri tom se niposto
ne misli na izometriéno preslikavanje same hiperboli¢ne ravnine na pojedini
model, jer bi to (bar na projektivnu ili Euklidovu ravninu) bilo apsurdno.
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Sad je lako direktno dobiti hiperboli¢nu mjeru kuta u ®-modelu. Za
dva praveca p,(U,, V,) (v = 1,2) vrijedi oplepoznata relacija

i
0=

-In(pypaty fa), (29)

[\.)l

gdje su f, imaginarne tangente povucene iz sjeciSta pravaca p, na apsolutu.
Iz (29) dobivamo poznati mjerni broj kuta u Beltramijevim koordinatama

VUV —1 YR+ —1 (30)

cCosp =

Primjenom transformacije (16) (17) na (30) dobivamo izraz u pravéastim
koordinatama d-modela:

Uy tty— 2y v ot Ve b U vy — 2 Uy e+ vy Yy
Uy Uy — Uy Ve — Uy Vy ¥ Vg '

.
Ako (31) transformiramo na tg? —; i uvazimo karakteristi¢nu veli¢inu za kut

COS @ = -

(3D

u ®-modelu [5], koja je jednaka dvoomjeru krajeva:
A =), (32)

dobivamo verificirani izraz za mjeru kuta u ®-modelu:

o=2arctg | —A . (33)
+

Ova razmatranja vaZe za sasvim opéeniti ®-model, pa vaZe i za njegove
specijalne slucajeve [6]. Prema tome, metri¢ka relacija (33) vazi 1 za Gyar-
mathijev model [3] 1 [4]. No, da se relacija (33) za Gyarmathijev model izvede
postupno. potrebno je modificirati transformaciju (7)—(10). Ostavimo li
tacke £, M,, M, (sl. 1) na miru, a za tacke G i H uzmemo apsolutne tacke
ravnine 7 (dakle, jo§ uvijek ta¢ke Kleinove kuZnice), pre¢i ¢e poopéena kva-
dratna inverzija u obi¢nu inverziju na kruZnici polumjera r =)/ 2 sa sredi§tem
u F [7], a model @ postaje Gyarmathijev model [6]. Transformacije (7)—(10)
poprimaju sad jednostavniji oblik:

22X
= (34)

S
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x4 N
(S oy ) (34)
I obratno
2z ,
Xo= g (36)
A URE
21 8
IR es e I (37)

By (q+ 1)

edje su (£, 7)) sad koordinate tadaka Gyarmathijeve ravnine. Analogna raz-
matranja dosada$njima dat ¢e za pseudepravee kruznice. koje sve prolaze
tatkom F{o,—1). Medutim, veé relacije (14}—(17) nede biti promjenjene. No,
kako je Gyarmathijeva izometrija [3]:

ot + 0 @y =+ !
U= - ( -, ¥= ~———,—rj-— ., D#£0 (38)

vu' +8 yr' +3
samo formalno, a ne i suStinski razlidita od izometrije (18)—(20), nece se
midjenjati sva daljnja razmatranja, pa ¢e i mjera kuta biti dana izrazom (33)
u kojem veliéina A ima sad znaenje Gyarmathijeve karakteristike kuta [3].
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DER ZUSAMMENHANG DES ©-MODELLS UND DES KLEINSCHEN
MODELLS DER HYPERBOLISCHEN EBENENGEOMETRIE

Branko Kulini¢, Zagreb
Zusammenlassung

Durch die allgemeine quadratische Inversion wird in dieser Arbeit
das Kleinsche Modell der hyperbolischen Ebene in eine ®-Figur [5] transfor-
miert, fiir welche bewiesen wird, dass sie dem @-Modell der hyperbolischen
Ebene entspricht, weil die Isometrien dieser zwei Modelle untereinander
entsprechen. Auf Crund dieser Entsprechung werden die Kleinsche metrische
Relationen direkt in die Masszahl des Winkels (33) im ®-Modell Ubergefthrt.
Einen besonderen Riickblick wird den Isometrien der hyperbolischen Ebene
und den metrischen Relationen des Gyarmathischen Modell [3] gewidmet.



