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Einfuhrung

Wird das Kleinsche Modell der hyperbolischen Ebene durch die
allgemeine quadratische Inversion [5] transformiert, so werden die
Geraden dieser Ebene in jene Kegelschnitte abgebildet, welche die
drei Grundpunkte dieser Transformation enthalten. Das Geradenfeld
wird also in ein Kegelschnitinetz abgebildet. Die Grundelemente
dieser quadratischen Transformation kénnen immer so angenommen
werden, dass die Kleinsche Absolute in eine Gerade libergefiihrt
wird. Auf der so gewonnenen geometrischen Figur werden wir ein
neues Modell der Geometrie der hyperbolischen Ebene aufbauen
kénnen.

1. Die @-Figur

Aus der Theorie des Kegelschnittnetzes in der projektiven
Ebene seien einige einfache Tatsachen hervorgehoben.

Definition 1. Die Menge aller Kegelschnitte m der reellen
projektiven Ebene Ils, welche mit drei nichtkollinearen Punkten
F, G, H inzidieren, nennen wir das »(FGH)-Netz« und bezeichnen es
mit 9 (FGH). Ist s die Gerade dieser Ebene, welche mit keiner von
diesen drei Punkten inzident ist, so sei die Figur, welche aus
N (FGH) und aus der Geraden s besteht, die »®D-IFigur« genannt.
Dabeir sind F,G,H die »Grundpunkte« und s die »Grundgerade«
dieser Figur.

Lemma 1. Die Kegelschnitte des 3t (FGH) werden durch die
Grundgerade s in drei Klassen geteilt:

I Die zweiparametrige Menge M, der Kegelschnitte, die die
Gerade s reell schneiden,

II Die zweiparametrige Menge M, der Kegelschnitte, die die
Gerade s imagindr schneiden,
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III Die einparametrige Menge M, der Kegelschnitte, die die
Gerade s beriihren.

Definition 2. Die Menge 3y der Involutionen i (einschlies-
slich der parabolischen!) der Grundgeraden s sei auf T (FGH) so
abgebildet, dass dabei der Kegelschnitt m des Netzes dann der In-
volution i zugeordnet ist, wenn die beiden (eventuell zusammen-
fallenden) Schnittpunkte des Kegelschnitts und der Grundgeraden s
mit den Doppelpunkten der Involution i identisch sind. Diese Ab-
bildung sei die »(m, i)-Abbildung« genannt, und mit

i=¢@(m) bzw. m=q¢ 1(i) (1.1)

bezeichnet.

Es gilt jetzt:

Lemma 2. Die (m,i)-Abbildung ist umkehrbar eindeutig.

Lemma 3. Bei der Abbildung i = ¢ (m) ist i eine hyperbo-
lische, elliptische, bzw. parabolische Involution, je nachdem der
Kegelschnitt m zur Klasse M;, der Klasse My, bzw. der Klasse Ms
gehort. -

Definition 3. Es sei jetzt IT die Menge jener Punkte P der
projektiven Ebene Iz, welche von den Grundpunkten F, G, H ver-
schieden sind. Die Menge Il sei auf die Menge 5N der Involutionen
i der Grundgeraden s so abgebildet, dass dabei die Involution i
dann und nur dann dem Punkt P zugeordnet ist, wenn das vollstin-
dige Viereck FGHP (nach dem zweiten Desarguesschen Satz) auf
der Geraden s die Involution i bestimmt. Diese Abbildung sei die
»(i, P)-Abbildung« genannt und mit

P=y(@{) bzw. i=yx"1(P) (1.2)

bezeichnet.

Lemma 4. Die (i,ﬁ)mAbbildung ist umkehrbar eindeutig.

Beweis. Die Eindeutigkeit der i = y—1(P) Abbildung ist evi-
dent, da durch das Viereck FGHP auf der Geraden s eine und nur
eine Involution i bestimmt ist. Es sei nun die Involution i durch
ihre Doppelpunkte D, D, gegeben, und der Punkt P = 7 (1) soll
konstruiert werden. Die Verbindungsgerade FG (bzw. FI) wird
durch die Gerade s im Punkt G; (bzw. H;) geschnitten. Auf Grund
des Doppelverhiltnisses (Dy Dy Gy Go) = —1, bzw. (D; Dy Hy Hy) =
= —1, kann der Punkt G (bzw. Hy) konstruktiv bestimmt werden.
Der Seite FG = FGy (bzw. FH = FH;) liegt die Seite HGs (bzw. GHz)
gegeniiber und diese zwei Seitengeraden schneiden sich, offenbar, in
einem und nur einem Punkt P.
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Definition 4. Durch (1.1) und (1.2) ist auch eine Abbildung
zwischen N (FGH) und II bestimmt, denn es ist

P =y [p (m)]
oder

P=vy(m) bzw. m =y 1(P). (1.3)
Damit ist also die »(m, P)-Abbildung« bestimmit.
Lemma 5. Die (m, I;)-Abbildung ist umkehrbar eindeutig.

Wird die Inzidenz des Punktes P mit dem Kegelschnitt m durch
PIm bezeichnet, so gilt

Lemma 6.
P=y@®AT=y@®);plT]=tIP.

Ist nun P =y (p), so bilden die Kegelschnitte t, welche den
Bedingungen

TENEFGH)AtIP
geniigen, ein Kegelschnittbiischel, welches mit
B (F, G, H, P)

bezeichnet sei. Aus Lemma 6 folgt dann unmittelbar
Lemma 7.

Vt< B(FGHy(p) = @) Ip (Abb. 1).
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Beweis. Der Kegelschnitt p bestimmt auf der Geraden s die
Involution i = ¢ (p) mit den Doppelpunkten Pj, Pz und er bestimmt
damit auch zwei Kegelschnitte pi, p2 der Klasse Mj;, die sich in
P = y (p) schneiden. Jeder Kegelschnitt t < & (FGHP) schneidet die
Gerade s im zugeordneten Punktepaar Ti, T2 der Involution i
(Abb. 1). Die Punkte Pj, Ps, Ty, Tz bilden also ein harmonisches
Quadrupel, also ist auch Ty, T2, P1, Pz ein harmonisches Quadrupel,
woraus dann folgt, dass fiir die Involution i* mit den Doppelpunkten
Ty, Tz die Punkte Py, P; ein zugeordnetes Punktepaar bilden. Also
gilt i* = @ (t) (Lemma 2). Da dem Kegelschnitt ¢ der Punkt T =
= 1 (t) angehort (Lemma 5), so bestimmt das B (FGHT) auf der Ge-
raden s dieselbe neue Involution. Da der Kegelschnitt p die Geraden
s in einem zugeordneten Punktenpaar schneidet, so gehért er zum

B (FGHT). Also ist T1p.

2. Die Grundelemente des Modells der hyperbolischen Ebene
in der @-Figur

In der h-Ebene In der @-Figur
die »Gerade« (oder der »Ideal- der Kegelschnitt der Klasse M;
punkt«)
der »Punkt» (oder die »Ideal- der Kegelschnitt der Klasse M
gerade«)
das »Ende« (oder die »Absolut- der Kegelschnitt der Klasse My
gerade« — die Tangente der
Absoluien)

3. Die Inzidenz in der @-Figur

a. Die Inzidenzrelation. Ist T ein »Punkt« und p eine »Geradeg,
so sei die »h-Inzidenz« bestimmt durch

T1p (™) T <BFEGHy (p). 3.1
Aus (3.1) nach Lemma T folgt dann unmittelbar
p <V (FGHy (1)), (3:2)

woraus die duale Symmetrie der Inzidenzrelation ersichtlich ist.
Wiirden wir im » Worterbuch der Elemente« (No. 2) fiir den Begriff
des »Punktes« anstatt des Kegelschnittes der Klasse Mz sein y-Bild
einfiihren, bekédmen wir die Inzidenzrelation im gew6hnlichen Sinne,
d. h. die »Punkte« die mit der »Geraden« p inzident sind, waren die
w-Bilder, die auf dem Kegelschnitt p der Klasse M; liegen (Abb. 2).
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Abb. 2.

b. Die Inzidenzaxiome. Als Grundlage fiir unsere Betrachtungen
der hyperbolischen Ebene seien aus dem Hilbertschen Axiomen-
system [3] die (etwas modifizierten) Axiome der ebenen absoluten
Geometrie genommen, und dazu noch das Lobatschewskische Pa-
rallelenaxiom. Nachdem wir noch die weiteren Grundrelationen fiir
unser Modell in der @-Figur interpretieren, werden sich diese
Axiome als richtige Sétze der projektiven Geometrie iiber diese Fi-
gur offenbaren. Damit wird also bewiesen, dass unsere »Geometrie
in der @-Figur« der Geometrie der hyperbolischen Ebene isomorph
ist. Da wir die Inzidenzrelation im unseren Modell schon eingefiihrt
haben, so kénnen wir jetzt die ebenen Inzidenzaxiome beweisen.
Dabei werden wir die Axiome I; und I» [3] durch einen Satz
ersetzen.

(I1 Is): Es gibt eine und nur eine Gerade die mit zwei verschie-
denen Punkten inzident ist.

Das Axiom I3 sei nun in zwei Teile geteilt:
(Isa): Auf jeder Geraden gibt es immer wenigstens zwei Punkten.

(I; b): Es gibt wenigstens drei nicht kollineare Punkte.

c. Beweis des Axioms (I; Iy). Es seien also T und S zwel ver-
schiedene »Punkte« und mit p sei die eventuell existierende »Ver-
bindungsgerade« bezeichnet. Dann miisste nach (3.2) gelten

p < B (FGHy (T) A p < B (FGHy (S)).

Dann ist aber p als Kegelschnitt durch F,G,H, T, S eindeutig be-
stimmt. Es muss noch gezeigt werden, dass p zur Klasse M, gehort.
Das ist aber offensichtlich, denn jeder Kegelschnitt aus den Blischeln
B (FGHT) und B (FGHS) schneidet die Gerade s reell. Diese zwei
Biischel bestimmen némlich auf der Geraden s verschiedene ellipti-
sche Involutionen (Def. 3 und 4), in denen alle zugeordnete Punkte-
paare reell sind. Das ist leicht einzusehen, wenn die Involutionen der
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Geraden s auf ein Kegelschnitt s abgebildet werden (Steiner, [6]),
wobei sich das Zentrum der elliptischen Involution 2. Ordnung inner-
halb des Kegelschnittes s befindet. Alle Strahlen dieses Zentrums,
die die zugeordneten Punktpaare bestimmen, schneiden namlich den

Kegelschnitt s reell.

d. Zwei Gerade. Betrachten wir nun das duale Problem. Die
gegebenen »Geraden« p und g bestimmen die y-Bilder

P=y({mAQ=ry(q,

welche mit den Grundpunkten F, G, H eindeutig den Kegelschnitt

T = (FGHPQ®)
bestimmen. Es gilt dabei
TIpAT Ig.

Die »Geraden« p und q schneiden sich nur dann wenn T < Ms. Das
Kegelschnittblischel B (FGHP) wird durch die Gerade s in einer
hyperbolischen Involution i,7 geschnitten, fiir welche Py, P; (die
Schnittpunkte des Kegelschnittes p und der Geraden s) Doppel-
punkte sind, wihrend diese Gerade durch das Biischel 5 (FGHQ®) in
einer zweiten hyperbolischen Involution i,”, mit den Doppelpunkten
@1 und @2 geschnitten wird. Der Kegelschnitt T schneidet die Ge-
rade s in den Punkten X, Xo die reell oder konjugiert imaginir sein

kdénnen. Da
< B (FGHP) AN T < B (FGHQ)
gilt, so ist fiir das Paar Xy, X»
(X1, Xs) € i1 A (X4, Xo) € i
gultig, und hieraus auch
(P1 P2 X1 Xo) = (@1 Q2 X; Xo) = —1. (3.3)

(3.3) bedeutet, dass die Paare Py, Ps und @1, @2 die Involution ir
bestimmen in der Xi, Xz die Doppelpunkte sind. Da iy = ¢ (T) (1.1)
gilt, wird der »Punkt« T nur dann reell, wenn die Involution ir
eine elliptische ist. Es ist also

(P1P2 @1 @2) <0, (3.4)

und die »Geraden« p und ¢ sind schneidende »Gerade«. Ist aber ip
eine hyperbolische Involution, so wird

(P1P2@Q1Q2) >0, (3.5)
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und T € M, ist also ein idealer »Punkt«. Die p und g sind dann
nichtschneidende »Gerade«. Endlich, fir

(P1P:Q1Q2) =0V (P1P:Q1 Q) = Too (3.6)

ist i eine parabolische Involution (T < M, T ist ein »Endex), und
die »Geraden« p und q sind parallel. Es gilt also:

Satz 3.1. Die »Geraden« p und q sind schneidende, nicht-
schneidende oder parallele »Gerade« je nachdem, ob sie durch ihre
Schnittpunkte auf der Grundgeraden s eine elliptische, hyperbali-
sche oder parabolische Involution bestimmen.

Es ist interessant statt des Kegelschnittes T den zugeordneten
Punkt T =y (T) zu betrachten. Wegen der Inzidenz (jetzt in ge-
wohnlichem Sinne) fillt er immer in einen Schnittpunkt der »Ge-
raden« p und g (abgesehen von den Schnittpunkten F,G,H). In
diesem Fall wiirden die Betrachtungen zu denselben Ergebnissen
fithren, je nach den Involutionen, die das Viereck FGHT auf der
Geraden s bestimmft.

e. Beweis des Axioms I; . Durch die gegebene »Gerade« p wird
das Kegelschnittbiischel B (FGHP) bestimmt, das auf der Geraden
s dieselbe hyperbolische Involution i, wie die »Gerade« p bestimmt.
Jeder Kegelschnitt T < B (FGHP) befriedigt die Inzidenzrelation
(3.1), und jeder solcher Kegelschnitt schneidet auf der Geraden s
das zugeordnete Punktepaar der hyperbolischen Involution i, aus.
Wieviele Kegelschnitte T gehoren zur II. Klasse (die »Punkte« sind)?
Die Antwort auf diese Frage ist dieselbe wie die Antwort auf die
Frage, wieviele imaginire zugeordnete Punktpaare eine hyperbo--
lische Involution besitzt. Man sieht, dass es oo! solcher Paare gibt,
wenn man auf der Reihe der 2. Ordnung [6] eine solche hyperboli-
sche Involution betrachtet, dessen Zentrum ausserhalb dieser Reihe
f4llt. Der Kegelschnitt s (der die Involution trigt) wird durch die
Strahlen des Zentrums, die die zugeordneten Punktpaare verbinden,
sowohl in Paaren reeller als auch imagindrer Punkte geschnitten.
Also, auf der gegebenen »Geraden« p gibt es nicht zwei, sondern oo!
sPunkte«. Die »Gerade« p kann damit als eine »Reihe« von »Punk-
ten« dargestellt werden, d.h. als eine Menge der Kegelschnitte des
Biischels 8 (FGHP_). Auf diese Weise werden die »Idealpunkte« und
die »Enden« — die Kegelschnitte pi, ps miteinbezogen (Abb. 2).

Aus den Betrachtungen bei dem Beweis des Axioms (I3 ) geht
hervor:

Satz 3.2. Drei sPunkte« sind dann und nur dann kollinear,
wenn sie zu demselben auf der Geraden s eine hyperbolische Invo-
lution bestimmenden Biischel 5 (FGHP) gehdren.



326 Branko Ku¢ini¢

f. Die Geraden eines Punktes. Da festgestellt ist, dass es auf
einer »Geraden« oo! »Punkte« gibt, erhebt sich das duale Problem
— wieviele »Geraden« sind mit dem gegebenen »Punkt« inzident,
und was fiir »Geradenc sind es.

Es sei T ein reeller »Punkt« (T < Ms), und es sei T =y (T), wo-
durch jenes Biischel B (FGH’f) bestimmt ist, welches auf der Gera-
den s dieselbe Involution ir = y—(T) (1.2) wie der »Punkt« T be-
stimmt. Auf Grund des Lemmas 3 ist ir eine elliptische Involution.

D. h:

Vp<B(FGHT)= p < M; (3.7)

AYp<B((FGHT) = plT. (3.8)

Also, der reelle »Punkt« enthiilt co! »Geraden« und alle diese »Ge-
radenc sind reell. Auf diese Weise haben wir das »Geradenbiischel«
I. Art bekommen.

Es sei der »Punkt« T ein idealer »Punktx (T < My). Die Invo-
lution iy ist jetzt eine hyperbolische, und die Relation (3.7) gilt dem-
nach nicht mehr. In dem Biischel %(FGHT) gibt es jetzt ool der
Kegelschnitte der Klasse My, oo! der Kegelschnitte der Klasse Mz
und zwei Kegelschnitte der Klasse Mj. Also, der ideale »Punki« T
enthilt ool reelle »Gerade«, ool ideale »Gerade« und diese zwel
Geradengruppen sind durch zwei absolute »Gerade« getrennt. Dass
dann die gemeinsame »Normale« dieser »Geraden« besteht, wird
spiter bewiesen, und dass wir damit das Biischel der nichtschnei-
denden »Geraden« bekommen, folgt auf Grund des Satzes 3.1.

Es sei jetzt T < Mg angenommen. Der Punkt T ist dann der
Berithrungspunkt, und die Involution iy ist eine parabolische. Die
Relation (3.7) gilt fiir alle Kegelschnitte p < B (FGHT), mit Aus-
nahme des Kegelschnittes T. Das bedeutet, dass ein sEnde« ool »Ge-
raden« enthilt und das alle reell sind, ausser einer, die eine absolute
»Gerade« ist. Auf Grund des Satzes 3.1 ist offensichtlich, dass wir
hier das sParallelenbiischel« mit dem gemeinsamen »Ende« T be-
kommen haben.

g, Beweis des Axioms I3b. Zwei »Punkte« bestimmen immer
eine »Gerade« (Axiom IiIz), und zwei solche »Punkte« gehdren

deshalb immer zu einem Biischel B (FGHP). Fur Y T < M gilt
B (FGHP) | R (FGH) =0,

weil die Menge aller T der Klasse My im Biischel éB(FGHI;) ein-
parametrig, und im Jt (FGH) zweiparametrig ist.
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4, Die Relationen der Anordnung und der Kongruenz.
Die Beziehung zur [/i-Interpretation

Die Anordnungsrelation. Fiir drei »Punkte« A, B, C sagen wir,
dass »B zwischen A und C liegt«, wenn folgende Bedingungen be-
friedigt sind:

Ug: Drei Kegelschnitte der Klasse Mo (die »Punkte«) A,B,C
gehdren demselben Kegelschnittbiischel an (Satz 3.2);

Us: Fiir die imagindren Schnittpunkte (die Doppelpunkte der
elliptischen Involution) der Kegelschnitte A, B, C mit der Geraden s
gilt: (A1 A2 By Bo) < (A1 A3 Cy C);

Us: Gleichzeitig gilt (By Bs Ci Ca) < (44 Ay Cy Co).

Aus der Bedingung U; folgt, dass die Doppelpunkte Aji, As;
By, Be; Ci, Ca2 der elliptischen Involutionen iz = ¢ (A4), igg = ¢ (B),
iceg = @ (C) zugleich die Paare der zugeordneten Punktie derselben
hyperbolischen Involution sind. Die Doppelverhiltnisse in den Be-
dingungen Ug und Uy besitzen verschiedene Werte, und es wird ver-
langt, dass diese Werte in der gegebenen Beziehung stehen. Dies hat
entsprechende Beziehungen zwischen den korrespondierenden Ele-
menten des Netzes Jt (FGH) zur Folge. Alles, was im Netz 3t (FGH)
geschieht, bemerkt man in der Involution auf der Geraden s. Man
konnte alles, was bis jetzt dargestellt wurde, ausschliesslich mit
Hilfe der Involutionen auf der Geraden s interpretieren und dann
die Resultate in das Netz 3t (FGH) versetzen. Das ist die direkte
Folge des Lemmas 2. In den Bedingungen Us, Uz wurde eben dieser
Weg gegangen, und es wird sich zeigen warum.

Im Artikel [1] hat S. Bilinski eine Interpretation gegeben,
wo ein reeller Punkt der hyperbolischen Ebene durch eine elliptische
Involution und eine reelle Gerade durch eine hyperbolische Involu-
tion auf der fixen Geraden [I/; dargestellt wird, wobei hier I1; den
eindimensionalen projektiven Raum bedeutet. Daher wird diese In-
terpretation die [/i-Interpretation genannt. Versuchen wir jetzt eine
Bezichung zu dieser Interpretation herzustellen. Zu diesem Zweck
ersetzen wir das Netz 3 (FGH) durch die entsprechenden Involutio-
nen auf der Geraden s. Diese Abbildung fithren wir auf Grund des
Lemmas 2 durch. Wenn es sich zeigt, dass dabei die Grundrelationen
einander entsprechen, kann man daraus schliessen, dass beides In-
terpretationen ein und derselben Geometrie sind [4].

Und tatséchlich nach Lemma 2 entspricht jetzt:
a. Der »Geraden« — die hyperbolische Involution.
b. Dem »Punkt« — die elliptische Involution.

e. Der Inzidenzrelation (No. 3) — die Beziehung (P P2 T1T2) =
= —1. Weiterhin kénnten wir die Inzidenzaxiome und die aus die-
sen hervorgehenden wesentlichen Sidtze nachpriifen, aber es ist
offensichtlich, dass das in beiden Geometrien gleich ist.
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d. Die Anordnungsrelation — Die Bedingungen Uz und Us sind
von vornherein so ausgedriickt, wie das dem »Worterbuch der fl;-
-Interpretation« entspricht. Ubertragen wir noch U, d. h. die Kolli-
nearititsbedingung. Aus dieser Bedingung (Satz 3.2) geht hervor
(wenn X,Y Doppelpunkte der hyperbolischen Involution sind):

(XA ds) = —1, (X¥ByBg) =—1, (E¥CiC) =—1: (41.2:3)

Daraus folgt:
(A1 B1CiCy) = (A3 B2 Ca Cy) ! . (4.4)

Das entspricht aber der Kollinearititsbedingung von drei »Punkten«
in der Ilj-Interpretation [1], und es ist jetzt klar, dass auch die
zweite Gruppe der Axiome in der Geometrie der @-Figur befrie-
digt ist.

e. Um nun die Beziehung zur [Ii-Interpretation [1] vollstdndig
herzustellen, ist es nétig, noch die Kongruenzrelation so einzufiihren,
dasa sie in beiden Geometrien gleichbedeutend wird. Das verlangt
eigentlich die Gleichheit:

(A1 A2 By By) = (Cy C2 Dy Do) . (4.5)

Diese Kongruenzrelation fiir die Lénge ist eigentlich als die dritte
Grundrelation der hyperbolischen Geometrie hinreichend. Wir kén-
nen jedoch die Kongruenzrelation auch fiir die Winkel einfiihren.
Wir sagen also, dass die Winkel der »Geraden« p und q bzw. der
s>Geraden« s und t kongruent sind, wenn fiir die Doppelpunkte der
entsprechenden hyperbolischen Involutionen die Beziehung

(P1 P2 Q1 Q2) = (S1 S2T1 T9) (4.6)
gultig ist.

So sind wir zur Ergebnis gekommen, dass biede Interpretatio-
nen isomorph sind, also ist die eben definierte Geometrie in der
@-Figur ebenso die Geometrie der hyperbolischen Ebene wie die
Geometrie der [l;-Interpretation. Um das noch besser einzusehen,
wollen wir das Parallelenaxiom von Lobatschewski in der Interpre-
tation der @-Figur beweisen.

5. Das Parallelenaxiom

Es sei jetzt das hyperbolische Parallelenaxiom in unserer Inter-
pretation bewiesen. Durch den »Punkt« T ist sein w-Bild T bestimmt.
Da die Inzidenzrelation nicht befriedigt ist, so befindet sich T nicht

auf dem Kegelschnitt p. Alle Kegelschnitte des Biischels 8 (FGHT)
schneiden die Gerade s. Alle sind also reelle »Gerade«, und alle
diese »Geraden« sind mit dem »Punkt« T inzident. Es ist offen-
sichtlich, dass jeder Kegelschnitt r < & (FGHT) den Kegelschnitt p
ausser in F, G, H noch in einem weiteren Punkt R schneidet, und
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umgekehrt, dass jeder Punkt R des Kegelschnittes p einen und nur

einen Kegelschnitt » < B (FGHT) bestimmt. Liegt der Punkt R so,
dass das Viereck (FGHR) auf der Grundgeraden s eine hyperboli-
sche Involution bestimmt, dann wird eine solche Involution auf s auch
durch das Kegelschnittbiischel (der »Geraden«) 5 (FGHR) bestimmt,
in dem die Kegelschnitte p und r immer ein Paar bilden. Das heisst,
dass die Schnittpunkte Pi, Pz und Ri, Rz dieser Kegelschnitte mit
der Geraden s die zugeordneten Punktiepaare einer hyperbolischen
Involution sind. Daher gilt (P1 P2 Ry Re) > 0 und nach dem Satz 3.1

sind die »Geraden« p und g »Nichtschneidende« (Abb. 3). Man be-
merkt sogleich, dass es oo! (und nicht nur zwei) solcher Mdglich-
keiten gibt, mit co! Auswahlmdoglichkeiten des Punktes R, damit sich
die »Geraden« p und r schneiden. Es gibt weiter zwei Moglichkeiten
(R = Py und R = Pg), wobei (P;P2RiRs) = 0 oder *oco gilt, so dass
auch die »Geraden« p und r parallel sind. Man sieht also, dass durch
einen mit der »Geraden« p nicht inzidenten »Punkt« T zwei mit
der »Geraden« p parallele »Gerade« hindurchgehen.

6. Die hyperbolische Metrik und einige ihrer Folgerungen

Die Metrik in der @-Interpretation wird nun offensichtlich mit
der Metrik der IIj-Interpretation auf der Geraden s gegeben. Das
hyperbolische Entfernungsmass zweier »Punkte« A, B wird also
durch den Ausdruck

1
d=2Arth [/ (A1 As B1Bs) — 2 Arth D 2 (6.1)

-+
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gegeben [1]. Das Doppelverhiltnis D ist immer positiv, wenn die
»Punkte« A und B reell sind, denn die zwei »Punkte« A und B be-
stimmen durch ihre imaginidren Schnittpunkte mit der Geraden s
immer eine hyperbolische Involution auf s (Axiom I; I2). Es gilt also:

D = (A1 A2 B1 B2) > 0. (6.2)

Man kann das durch Einfithrung projektiver Koordinaten ana-
lytisch beweisen. Dabei sind Aq (a1 + iaz), Az (a1 — iaz), By (b + ib),
Bs (by — iby) die Schnittpunkte mit der Geraden s. Man muss noch
beachten, dass dabei

as >0, b2>>0 (6.3)
ist, wodurch die beiden Punktepaare geordnet sind. Man berechnet

[2]:

I Gl Gt Sl G — ag)?

. (6.4)
(b1 — a1)2 + (bg + az)?
Aus (6.4) und (6.3) ergibt sich dann
D= (A1A3B;1 B)<1. (6.5)

Die Relationen (6.1), (6.2) und (6.5) zeigen, dass die Entfernung
d zweier reeller »Punkte« eine reelle und endliche Grosse ist.
Es seien hier noch zwei spezielle Fille angefiihrt:

a. Es seien A ein reeller »Punkt« und B ein »Ende«. Dann ist
B; = Bs, und also D = 1. Aus (6.1) folgt dann d = oco. Man konnte
auch umgeckehrt die »Enden« als solche »Punkte« einflihren, fiir
die die Entfernung von einem gegebenen reellen »Punkte d =
= o0 ist.

b. Es seien A ein reeller und B ein idealer »Punkt«, und es
seien Aj (aq + ia2), As(a;— iaz), By (bi), Ba(ba), wobei

biTbs, @3>0 (6.6)

gelten soll. In diesem Falle ist die Entfernung der »Punkte« A und
B immer eine komplexe Grosse. Man koénnte aber umgekehrt die
idealen sPunkte« auch so einfithren, dass man sie als jene »Punkte«
definiert, fiir welche die Enfernung von irgendeinem reellen »Punkt«
eine komplexe Grisse ist.

Betrachten wir jetzt noch das hyperbolische Winkelmass. Da-
mit ein Winkel zweier »Geraden« existieren konnte, miissen sie sich
schneiden. Dann muss das Doppelverhaltnis 4 ihres Schnittpunktes
mit der Geraden s negativ sein (Satz 3.1). Das Winkelmass wird
durch den Ausdruck:

@ = 2 arctg [/—_(Pl P> Q; Qg_) — 2arctg [ff: A (6.7)
+ +
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gegeben [1]. Es ist offensichtlich, dass im Falle, wenn sich die »Ge-
raden« nicht schneiden (4> 0) der Winkel ¢ nicht definiert wird,
bzw. dass ¢ = 0 oder ¢ = = ist, wenn sie parallel sind (4 =0 oder
A = *o00). Der Winkel zweier »Geraden« ist hier immer der nicht-
orientierte Winkel zwischen den orientierten »Geraden«. Die »Ge-
raden« werden durch die Lage der Doppelpunkte der entsprechenden
hyperbolischen Involutionen auf der Geraden s so orientiert, wie es
in der II;-Interpretation [1] gemacht wird. Bemerken wir, dass
dieses Modell nach (6.7) zur grossen Familie der Modelle mit der
Hesseschen Metrik gehort ([7], S. 186—187).

Aus (6.7) folgt die Orthogonalititsbedingung zweier »Geradenc
p und ¢, denn fiir

A= (PiP: Q1 Q2 =—1 (6.8)

ist ¢ = @/2. Die geometrische Bedeutung von (6.8) in der &-Figur
ist die folgende: Die »Gerade« p bestimmt durch ihr yw-Bild P das
Kegelschnittbiischel B (FGHP), dessen Kegelschnitte die mit der
»Geraden« p inzidenten »Punkte« sind. Alle diese Kegelschnitte
schneiden auf der Geraden s die zugeordneten Punktepaare der
hyperbolischen Involution aus. Dabei sind Pj, P die Doppelpunkte,
die mit den erwihnten Punktepaaren harmonische Quadrupeln bil-
den. In der Regel wird (sieche No. 3e), bei der reellen »Geraden« p
der »Punkt« des Biischels (aus der »Reihe«) B (FGHP) ein idealer
»Punkt« sein (er schneidet die Gerade s reell). In diesem Fall ist
ein solcher idealer »Punkt« eigentlich die reelle »Gerade« g, welche
die Orthogonalititsbedingung befriedigt. Man kann also sagen: Die
»Gerade« ¢ ist zu der »Geraden« p orthogonal, wenn sie als ein
idealer »Punkt« der »Geraden« p gegeben ist, und umgekehrt. Man
bemerkt hier die Analogie mit dem Kleinschen Modell, denn die Po-
laren der idealen Punkte sind in Bezug auf die Absolute der Klein-
schen Interpretation orthogonal auf jene Gerade, zu welcher diese
idealen Punkte gehoren.

Im B (FGHP) gibt es ool Kegelschnitte, die die Gerade s reell
schneiden (No. 3e), d.h. es gibt co! »Geraden« g;, die auf der »Ge-
raden« p orthogonal sind. Alle diese »Geraden« gehoren demselben
Biischel der »Nichtschneidenden« an, weil sie die Bedingung des
Nichtschneidens befriedigen (Satz 3.1) und durch denselben idealen
»Punkt« gehen, der durch denselben Kegelschnitt wie die »Gerade«
p dargestellt wird. Es ist Klar, dass die »Gerade« p die gemeinsame
»Normale« dieser »Nichtschneidenden« ist. Dass sie die einzige ist,
kann man aus Folgendem schliessen: fiir zwei beliebige »Nicht-
schneidende« g1, gz zeigt das Doppelverhiltnis (6.8), dass Py, P2 ein
zugeordnetes Paar zweier entsprechenden hyperbolischen Involutio-
nen ist. Es gibt aber nur ein gemeinsames Paar zweier Involutio-
nen [6].
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MODEL HIPERBOLICNE RAVNINE UNUTAR TEORIJE MREZE
KONIKA

Eranko Kudinié, Zagreb

Sadrzaj

Promatra se dio projektivne geometrije tzv. @-figure. Ovu fi-
guru ¢ini mreZa konika triju temeljnih tataka F, G, H i temeljni
pravac s koji nije incidentan ni s jednom od tih triju tataka. Uvodi
se obostrano jednoznaéno preslikavanje (m, i) izmedu konika mreze
RN (FGH) i invelucija na praveu s, &ime su konike te mreZe podije-
ljene u tri klase: Klasa M; od oo? konika koje sijeku pravac s, klasa
Ms od oc? konika koje pravac s ne sijeku i klasa My od oo! konika
koje pravac s diraju. ‘

Koristeéi osobitosti geometrije ove @-figure uvodi se inferpreta-
cija hiperboli¢ne ravnine. Pod »pravcemc« hiperbolitne ravnine
(ujedno idealna to¢ka) podrazumijeva se konika klase My, pod
»totkome« (ujedno idealan pravac) konika klase M, a »krajevic su
predoteni konikama klase M;.

Da se pokaZe da ovako interpretirani elementi ¢ine geometriju
hiperboli¢ne ravnine, uvode se tri osnovne geometrijske relacije, a
zatim se aksiomi hiperboliéne geometrije shvac¢aju kao teoremi pro-
jektivne geometrije @-figure i kao takvi se dokazuju. U tom po-
stupku, za kojeg se pokazuje da ga je moguce provesti, proizlazi
i niz osobitosti i teorema hiperboli¢ne geometrije u ovakvom modelu.
Znatajnija je medutim veza ovakvog modela s IIi-interpretacijom
[1], 2ako je ova dana na temeljnom pravcu s. Pokazuje se da postoji
obostrano jednoznatno pridruZenje interpretiranih elemenata u ova
dva modela, pri ¢emu su sa¢uvane tri osnovne geometrijske relacije.
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Ova ¢injenica viSe nego skra¢uje spomenuti postupak dokazivanja,
jer postaje otito da se radi o dva modela iste geometrije. Posebno
se ipak dokazuje aksiom o paralelama Lobacevskog.

Veza s IIi-interpretacijom koristi se i za uvodenje hiperboli¢ne
metrike u @-model. Tako su hiperboli®ne mjere duzine i kuta dane
izrazima (6.1) i (6.7), gdje se pojavljuju dvoomjeri sjecista odgovara-
juéih konika mreze N (FGH) s temeljnim pravcem s.



